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Einleitung

0.1 Vorwort

Dieses Skript mag manche Funktion haben, allerdings mit Sicherheit nicht die-
jenige eines Lehrbuchs. Vielmehr mochte es eine Erganzung zur Vorlesung sein
und als Hilfe bei der Bearbeitung der Ubungsaufgaben und der Klausurvorbe-
reitung dienen. Es ist entstanden nach dem Manuskript der Vorlesung von Prof.
Elstrodt im Sommersemester 2001, das Prof. Elstrodt mir freundlicherweise in der
Vorlesungs-freien Zeit zur Verfiigung gestellt hat.

0.2 Motivation

Unter einer Differentialgleichung versteht man eine Gleichung zwischen einer
Funktion f, ihren Ableitungen f’, ..., (") und der Variablen x vom Typ

Fxf(x),f (%), f () = 0.

Wir wollen das etwas préziser aussprechen:

0.2.1 Definition Es seien I ¢ R ein Intervall, G ¢ R"*? (n > 1), f:I - R n-mal
differenzierbar, und fiir x € I sei

(2 ) S () S () €6

f erfiillt eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung , wenn es eine Funk-
tion F:G — R, F # 0, gibt, so dass

F(x,f(x),f' (x),.o fP (1)) =0 (xeD) (0.1)
Lasst sich nach (") (x) aufldsen in der Form
f(") (x)= H(x,f (x), f (x),... ,f("_l) (x)) (0.2)



mit passendem H, so heif’t die Differentialgleichung explizit (von n-ter Ordnung).

Auf solche Differentialgleichungen wird man in vielen Bereichen der Mathema-
tik und Physik gefiihrt. Gerade die Physik ist hier eine reiche Quelle interessanter
Beispiele: Die grundlegenden Gesetze der Physik sind ja von dem Typ, dass sie
angeben, wie grof} die Anderung einer physikalischen Grofe ist, z. B.

Bewegungsgesetz Kraft = Impulsinderung = Masse x Beschleunigung nach
dem 2. Newtonschen Gesetz.

Induktionsgesetz Induzierte Spannung = - Anderung des magnetischen Flus-
ses, in Formeln

dod

Uind = ¢ (’EdF = —E

nach der sog. Lenzschen Regel.

Gesetz des radioaktiven Zerfalls Anderung der Teilchenzahl = - - Teilchen-
zahl. Dabei ist A > 0 die Zerfallskonstante. (Schrodinger-Gleichung)

Das Ziel in der Physik besteht im allgemeinen darin, aus einer Gleichung dieses
Typs und ggf. vorhandenen weiteren Bedingungen (,Anfangsbedingungen®) die
jeweils interessierende physikalische Grof8e zu bestimmen. Wir betrachten diese
Aufgabe hier unter rein mathematischen Aspekten und interessieren uns hier fiir
die Aufgabe, die Losungen von zu bestimmen. Auch wird es eine wesentli-
che Aufgabe fiir uns sein, allgemeine Kriterien dafiir zu finden, wann eine
Losung hat (Existenzsitze), und unter welchen Bedingungen eine solche Losung
ggf. eindeutig bestimmt ist. Die Physiker wissen, dass ein verniinftig gestelltes Pro-
blem genau eine Losung hat, und es ist Aufgabe der Mathematiker, diese plau-
sible Grundiiberzeugung durch handfeste allgemeine Kriterien zu untermauern
(Eindeutigkeits-Satz). Natiirlich interessieren wir uns auch fiir Losungsverfahren
tir spezielle Differentialgleichungen.

Bezeichnungsweise: In der Theorie der gew6hnlichen Differentialgleichungen
heif3t die gesuchte Funktion meistens nicht f sondern y = y (x), und man schreibt

in der Form
F(x,y,y',...,y("))zo (xel), (0.3)

wobei man sich bei y, ¥/, ..., y") das Argument x eingetragen denken muss. Oft
hat die Variable x die Bedeutung ,Zeit* und wird dann in der Regel mit ¢ bezeich-



net. Natiirlich braucht man sich bei der Betrachtung von Differentialgleichungen
nicht auf Funktionen einer Variablen zu beschranken:

0.2.2 Definition Sei M c R” offen, y: M — R m-fach stetig partiell differenzier-
bar, G c R? (p hinreichend grof}), und fiir alle x € M sei

) P av1+...+vn
(xl, y y

s Xy 7T

ey, ————— G
ox1 0x,, 8x1"1---8x2"y)6

(vi +...+v, <m). Genligt y einer Gleichung der Form

ay ay Vit tn
F e s Xy =iy ——ns,—————y =0
(x1 X 0x1 0x,, ox;" ---ax;,"‘y

mit einer Funktion F: G — R, F # 0, so sagt man, y geniige einer partiellen Diffe-
rentialgleichung der Ordnung m.

Beispiel: Fiir jede holomorphe Funktion f: M — C (M c R? = C) geniigen
u :=Re f und v := Im f der Potentialgleichung

02 0% 0% 0%
2+ 2 Ju=o, 2 % v=o0
(8x12+8x§)u (8x12+8x§)v

Mit partiellen Differentialgleichungen werden wir uns hier gar nicht beschifti-
gen, da sie eine sehr umfangreiche Theorie eigener Art erfordern. Indirekt greift
die Theorie der partiellen Differentialgleichungen aber auch in die Theorie der
gewohnlichen Differentialgleichungen ein, denn sie fithrt vermoge der Metho-
de der Separation der Variablen auf viele interessante Beispiele von gewohnli-
chen Differentialgleichungen und Probleme tiber gewohnliche Differentialglei-
chungen.

Um einen ersten Eindruck zu geben, betrachten wir einige Beispiele:

0.2.3 Beispiel )y’ = 0 auf einem Intervall I ¢ R. Dann gibt es ein ¢ € R mit

y(x) = c fur alle x € I. Der aus Elstrodt (2002)) bekannte Beweis basiert auf dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Die Differentialgleichung hat hier nicht
nur eine sondern unendlich viele Lésungen. Kennt man aber die Lésung an einem
Punkt xq € I, etwa y (x9) = «, so ist y eindeutig festgelegt: y (x) = a fiir alle x € I.

0.2.4 Beispiel (Freier Fall im homogenen Schwerefeld) Ein im Punkt sy =0 ru-
hender Korper (,Massenpunkt®) wurde zur Zeit t = 0 losgelassen und falle unter



dem Einfluss der Schwerkraft senkrecht nach unten im Vakuum (,freier Fall“).
s (t) sei der Weg, den der Korper zur Zeit t > 0 zurtickgelegt hat. v (t) sei die
Geschwindigkeit zur Zeit ¢. Dann gilt:

_ds

v(t)—E(t):s'(t).

(In der Physik wird nach Newton die Ableitung nach der Zeit durch einen iiber
die Funktion geschriebenen Punkt bezeichnet.) b (t) sei die Beschleunigung zur
Zeit t, also

_dv

b(t)_E

(t)=v(1)=3(1).
Nach Voraussetzung ist nun

b (t) = g = Fallbeschleunigung ~ 9, 80665m /s°.

Das gibt die Differentialgleichung
$=g (0.4)

:>%(s‘—gt)=05‘=gt+cx (t>0)

mit geeignetem « € R.

:>%(s—%gtz—cxt)=0:>s(t)=%gt2+o¢t+ﬁ (t>0)

mit geeignetem f3 € R. Das ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung
(0.4). Welches sind nun die Werte von « und ? Offenbar ist s (0) = 8 der Ort
des Massenpunktes zur Zeit t = 0 und $ (0) = « die Geschwindigkeit des Massen-
punktes zur Zeit t = 0. Wir betrachten den Fall der Anfangsbedingungen s (0) = 0
und § (0) = 0. Dann wird s () = 1¢#* (Fallgesetz von Galileo Galilei). Man sieht
durch Einsetzen: s (1) » 5, d.h. ein Sprung aus einer Hohe von 5m dauert un-
gefihr 1 Sekunde, s (2) » 20, d. h. ein Sprung vom Mathematik-Gebidude dauert
ca. 2 Sekunden.

0.2.5 Beispiel (Exponentielles Wachstum bzw. Abfallen) Invielen Naturgesetzen
ist die Anderung einer Grofie proportional zum Bestand. Das fiihrt auf die Diffe-
rentialgleichung

/

Yy = /\}/ (X € I) (0.5)



mit einer festen Konstanten A € R.

Q(ye—)tx)’z(}}/_Ay)e—)txzo (er)

@y(x)=oce“ (xeI)

mit einer Konstanten « € R, und dies ist offenbar wirklich eine Losung von (o.5).
Damit haben wir alle Losungen von (o.3). Ist z.B. 0 € I, so ist y durch den An-
fangswerg a = y (0) eindeutig festgelegt. — Die Gleichung kommt z. B. in der
Natur vor bei folgenden Gelegenheiten:

(i)

(ii)

Barometerformel: p (h) sei der Luftdruck in der Hohe h tiber dem Erdbo-
den, h e I == [0, 00, Z—h = —pg, wobei p = p (h) die Dichte der Luft in der
Hohe h sei, g wie gehabt die Fallbeschleunigung. (Gerthsen und Meschede
(2004): ,Beim Anstieg um Ah dndert sich p um —pgAh.“) Nach der Gas-
gleichung ist aber p - V konstant (V entspricht dem Volumen), d. h. wegen
p= A—‘f (M entspricht der Masse) ist % = ﬁ—s konstant.

:d—p:—@g p=—=p(h)=ae 0¥ (h>0)
dh PO
——
=A=const

mit geeignetem «. Hier ist « = po der Luftdruck am Boden, und wir erhalten
die Barometerformel

p=poe m"  (h20)

Diese Formel gilt bei einer Atmosphare konstanter Temperatur, die in der
Realitdt auf der Erde nicht vorliegt! Bei einer Temperatur von 0°C (= po =
1,292 kg/m?) und einem Normaldruck von ca. 1013,25 hPa liefert die Baro-
meterformel: Bei Anstieg um 5,541 km halbiert sich der Luftdruck.

Gesetz des radioaktiven Zerfalls: Die Anzahl der in der Zeiteinheit zerfal-
lenden Atome einer radioaktiven Substanz ist stets proportional zur Anzahl
der vorhandenen (noch nicht zerfallenen) Atome N (¢):

AN = -ANAt (At hinreichen klein)



Stoff Halbwertszeit
238U (Uran) 4,47 -10° Jahre
25U (Uran) 7,04 -10% Jahre

226Ra (Radium) 1599 Jahre
222Rn (Radon) 3823 Tage
209po (Polonium) 105 Jahre
212po (Polonium) | 3,04 1077 Sekunden
214pg (Polonium) 0,16 Sekunden
230Th (Thonium) 7,54 -10* Jahre
228Th (Thonium) 1912 Jahre
14C (Kohlenstoff) 5730 Jahre
239Ppy (Plutonium) 241360 Jahre

Tabelle o.1: Einige Halbwertszeiten

wobei A > 0 eine positive Konstante ist, die nur vom Material abhingt,
nicht aber von dufleren Versuchsbedingungen wie Druck, Temperatur, che-
mischer Bindung etc. Wir idealisieren die Situation, nehmen N als differen-
zierbare reellwertige Funktion an und erhalten die Differentialgleichung

AN
XN
dt

mit der sog. Zerfallskonstante A.
= N=Nye 1) Ny=N (t0), to = Anfangszeit

Die Anzahl der Atome nimmt also exponentiell ab. Wie schnell die Abnah-
me erfolgt, hingt nur von der Materialkonstante A ab. Wann ist nur noch
die Halfte des zur Zeit 0 vorhandenen Materials da? Ist N = %No, so ist

e Mt=to) _ % Seit—ty =: t1 die sog. Halbwertszeit ,d.h. At1 =log2 ~ 0,6931
2 2

10%2 und A = l(:ilz. An Stelle der Zerfallskonstanten wird
2

meistens die Halbwertszeit angegeben, und diese ist von Material zu Mate-
rial sehr unterschiedlich (siehe Tabelle[o.1). Nach dem Kohlenstoff-Isotoph
1 ist die sog. C'*-Methode zur Altersbestimmung benannt, fiir die Wil-
lard Frank Libby 1960 den Nobelpreis fiir Chemie erhielt. Nach 10 Halb-

wertszeiten ist vom urspriinglich vorhandenen Material noch 2710 = ﬁ N

und damit ¢

D=



1%ovorhanden. — Die natiirliche Radioaktivitit des Urans kann z. B. zur Al-
tersbestimmung der Erde verwandt werden: Man bestimmt die Anzahl N
der in einem (moglichst alten) Stiick Fels enthaltenen 2*U. Sodann braucht
man Ny, die Anzahl der zur Entstehungszeit der Erde vorhandenen Atome
2381, Diese Anzahl lasst sich iiber das (stabile) Zerfallsprodukt 2°°Pb (Blei),
das im Fels steckt, naherungsweise ermitteln. Da die Halbwertszeit bekannt
ist, findet man: Alter der Erde ~ 4, 6 - 10° Jahre. Selbst bei der Altersbestim-
mung von Gemaélden leistet das radioaktive Zerfallsgesetz gute Dienste; so
konnte schon manche Filschung als solche entlarvt werden. Das trifft z. B.
auf die bertthmten Filschungen von Han van Meegeren zu. Dieses Beispiel
und viele andere Beispiele aus der Praxis findet man in |Braun| (1975).

Exponentielles Wachstum einer Bakterienpopulation: Sei B (t) die Anzahl der
Bakterien zur Zeit t. Fiir kleine At ist AB(f) ~ aB(t) At mit « > 0. Wenn wir
idealisieren und B (t) als differenzierbare Funktion annehmen, erhalten wir die
Differentialgleichung

B (1) = aB () (teIZ':B'[O,oo[)

und diese hat die Losung B (t) = Boe®' mit By = B (0). Die Bakterienpopulation
wichst also exponentiell rasch an, und das kann auch in der Natur sehr rasch
gehen, wie man z. B. an Zeitrafferaufnahmen am Mikroskop eindrucksvoll sehen
kann. Nach einer bestimmten Zeit t,, der Verdoppelungszeit, werden doppelt so
viele Bakterien vorhanden sein wie zur Zeit 0: 2By = Bge®?2, d.h. t, = 1ng2' Nach
der Zeit 10t, hat sich die Population um den Faktor 219 = 1024 vermehrt, also rund
vertausendfacht. — Fiir die Menschheit auf der Erde ist ¢, ~ 35 Jahre. Das diirfte
ungefihr hinkommen, denn ich habe noch auf der Schule um 1950 gelernt, dass
es rund 2 Milliarden Menschen gebe. ¢, = 35 Jahre entspricht « = 0, 02 pro Jahr,
also B = Bpe®%%, wobei t in Jahren angegeben werden muss. Wegen %9246 ~ 2,5
stimmt das einigermaflen, denn z. Zt. gibt es rund 6 Milliarden Menschen auf der
Erde. Erst im Jahre 2500 wird es etwas eng, denn dann steht jedem Menschen noch
genau 1 m? fester Erdoberfliche zur Verfiigung — sofern das Wachstum anhalt.

0.2.6 Beispiel (Harmonischer Oszillator) Bei méfliger Entfernung des Massen-
punktes aus der Ruhelage ist die riicktreibende Kraft K = -Dx, x = x (t), t € R,
D = Federkonstante. Andererseits ist nach Newton K = mx = Masse x Beschleu-



nigung, und wir erhalten die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators:

. 2 » D
X+wx=0, w'=—,w>0,teR

m

(freie Schwingung ohne Dampfung). Diese Differentialgleichung lasst sich wie
folgt elementar l6sen: Dazu setzen wir

% (0)

w

y:=x-x(0)coswt — sin wt
und finden: j+w?y = 0. = % ()'/2 + wzyz) =0.= y*+w?y* = Cfiiralle t € R mit
passendem C. Wegen y (0) = 7 (0) = 0 ist C = 0, also j* + w?y* =0.= y = y = 0,
also

X (0)

x (t) = x (0) cos wt + ——= sin wt (teR, w=2mv)
w

d. h. x ist eine harmonische Schwingung. Das kann man noch etwas anders fassen:
eIV 2
Setze A := (x (0)* + (&a?)) ) . Dann gibt es genau ein « € R, so dass @ =

= sin «, und dann ist

£(0
cosa und (0)
wA

x (t) = A(cosacoswt +sinasin wt) = Acos (0t — «) (teR)

Damit wird vollends klar, dass x eine harmonische Schwingung der Amplitude A
ist mit Phasenverschiebung a. Geddmpfte Schwingungen werden wir spéter be-
trachten.

0.2.7 Beispiel (Mathematisches Pendel) Sei¢ = ¢ (t) die Auslenkung eines Pen-
dels der Lange €. Dann betrigt der zuriickgelegte Weg ¢- ¢, die wirkende Kraft also
nach Newton m#¢. Andererseits betrigt die gesamte Schwerkraft mg, die wirksa-
me Komponente also mg sin ¢. Wir kommen also zur Bewegungsgleichung:

¢=§sing0.

Diese ist unabhidngig von m! Diese Differentialgleichung ldsst sich nicht elemen-
tar losen. Fiir kleine Schwingungen ist ndherungsweise sin ¢ ~ ¢, und die Schwin-
gung ist naherungsweise harmonisch. Allgemein fiihrt die Losung der Differenti-
algleichung auf elliptische Funktionen. Das ist ein durchaus typisches Phdnomen:
Viele Differentialgleichungen, die keine elementaren Losungen haben, fithren auf



wichtige neue Funktionen, z. B. die hypergeometrischen Funktionen, Besselsche
Funktionen, Legendre-Funktionen etc.

0.2.8 Beispiel Differentialgleichung der Schar der Parabeln mit Brennpunkt o
und y-Achse als Symmetrieachse, Brennweite p:

(p>0)

$y=
/ x* 7]
:>2yy=x(1?—1)=x(y —1).

Fiir variables p gentigen die Parabeln alle der Differentialgleichung
2yy' =X (y'2 —1) .
0.2.9 Beispiel Differentialgleichung der Schar von Parabeln und Geraden des
Typs y = Ax* + Bx + C, y"" =0 mit A, B, C e R.
o0.2.10 Beispiel Differentialgleichung der Parabelschar

y(x)=(x-a)"  (aeR)
y'=2(x-a),
}’/2 =4 y
Diese Differentialgleichung hat neben den obigen Parabeln z. B. noch die Losung
y=0.

10



1 Elementare Losungsmethoden

Contents
[1.1  Explizite Differentialgleichungen 1. Ordnung, elementare Bei- |
spielel. . . ... 1
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[1.3  Exakte Differentialgleichungen|. . . . . ... ... ... ... 31

[1.4  Systemelinearer Differentialgleichungen mit konstanten Ko- |
| efizienten| . . . . ... ... ... .. ... .. . .. .. ... 50

[1.5  Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstan- |

ten Koeffizienten| . . . . ... ... ... ... ... ...... 61

1.1 Explizite Differentialgleichungen 1. Ordnung,
Beispiele elementar integrierbarer
Differentialgleichungen

Geometrische Deutung expliziter Differentialgleichungen 1. Ordnung: Sei G < R?,
I c Rein Intervall (beliebigen Typs), y: I — R, und fiir alle x € I'sei (x, y (x)) € G.
Ferner sei f: G — R, und y gentige der expliziten Differentialgleichung

y'=f(xy). (11)

Ist nun x € I, so ist (x,y(x)) € G, und die Funktion y hat in x die Steigung
y" = f (x, y). Wir tragen daher in (x, y) € G einen Einheitsvektor ab mit <« ge-
gen die x-Achse, tan « = f (x, y). Das tun wir in allen Punkten (x, y) € G und er-
halten ein Richtungsfeld. Ist nun (xo, o) € G, so betrachten wir die Aufgabe: Lose
die Differentialgleichung y’ = f (x, y) mit der Anfangsbedingung y (xo) = yo.
Geometrisch bedeutet das: Bestimme eine ,,Kurve“ y (x), welche durch (xo, yo)
verlduft und die Eigenschaft hat, dass in jedem Punkt (x, y (x)) der Vektor des
Richtungsfelds gleichzeitig Tangentenvektor an die Kurve ist.

11



Unter hinreichenden Glattheitsvoraussetzungen an f ist es durchaus plausibel,
dass man durch jeden Anfangswert (xo, yo) genau eine solche Losungskurve legen
kann.Es wird ein wesentliches Ziel des ndchsten Kapitels sein, das streng nachzu-
weisen.

1.1.1 Beispiel G =1 xR, und f sei nur abhéingig von x. Dann hat die Differenti-
algleichung die Form

y=f(x) (xel) (12)

Das Richtungsfeld hingt dann gar nicht von y ab. Sei f stetig. Dann liefert der
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Fiir jedes x¢ € I ist ¢ (x) =
/, x’; f (t) dt eine Losung der Differentialgleichung ¢’ = f, und alle Losungen die-
ser Gleichung erhilt man in der Form y (x) = ¢ (x) + Cmit C € R. Ist yy € R
beliebig vorgegeben, so existiert genau eine Losung y von mit y (x0) = yo,
und zwar

X
y@)=w+ [fdr (xeD)
X0
Diese Losung existiert in ganz I: Das Anfangswertproblem ist eindeutig l6sbar.

1.1.2 Beispiel G =R xJ und f nur abhingig von y: Dann hat (1.1) die Form

y'=f(y) (xeR) (1.3)

mit in ] stetigem f. Das Richtungsfeld hiangt dann gar nicht ab von x. Zur Losung
nehmen wir an, es sei y eine Losung, xo € Rund f (y (x0)) # 0. Da f stetig ist,
gibt es eine ganze Intervall-Umgebung U von xo mit f (y (x)) # 0 fur alle x € U,
und auf U gilt dann

=1 (1.4)

Integration von x¢ nach x liefert
* ) fy dy
dx = —— =X — Xp,
x f(y) » f(y)

denn auf U ist entweder stets f (y (x)) > 0 oder stets < 0, d. h. y’ stets > 0 oder
stets < 0, d. h. y streng monoton, und die Substitutionsregel kann mit y angewandt

12



werden. Bezeichnet also F eine Stammfunktion von %, soist F(y) - F(yo) =

x —xg,also F(y) =x —xo + F (y0). Mit G := F! |r(uy ist dann

y=G(x-x0+F(y0)) (xeU) (1.5)

Probe: Die Funktion erfiillt die Anfangsbedingung y (xo) = G (F (y0)) = o,
und es gilt:

1 1

F,(y) =%=f(}’)

y' =G (x=x0+F(y)) =

Insbesondere haben wir gezeigt: Unter den obigen Annahmen ist das Anfangs-
wertproblem y' = f(y), y(x0) = yo (lokal) eindeutig 16sbar. Dazu folgendes

konkretes

1.1.3 Beispiel y’' = \/|y|, G = R%. Symmetrie: Ist y eine Losung auf ]a, B, so ist
auch z (x) := —y (—x) eine Losung auf |-, —a[. Wir betrachten daher zunichst

nur positive Losungen. Sei also I ¢ R und y|I > 0. Nach |r.1.2]ist \% =1 d.h.

(Zﬁ)/ =1,d.h.2,/y = x + C mit C € R, und das gilt nur fiir x > -C, da laut

Vorgabe y > 0. = y (x) = 5 (x + C)? fiir x > —C. Diese Losungen lassen sich zu
Losungen auf ganz R fortsetzen: Setzen wir

(x) i(x+C)2 fir x > -C,
X) = >
e -1 (x+C)* firx<-C

so ist yc fiir jedes C € R eine Losung der Differentialgleichung y" = \/|y|. Insbe-

sondere hat fiir alle (xo, yo) € R? das Anfangswertproblem y’ = \/]y], y (x0) = yo
eine Losung. Diese ist aber nicht eindeutig bestimmt: z. B. 16st yc—¢ das Anfangs-
werteproblem y (0) = 0 (xo = yo = 0), aber auch y = 0 ist eine Losung dieses
Anfangswertproblems! Es gibt unendlich viele weitere Losungen , denn fiir belie-
bige o, f € R, a < B ist

i(x—ﬁ)2 fur x > 3,
y(x):=10 fira<x<p,

—i(x—oc)2 firx <a

(siehe Abb. [1.1) eine Losung, und diese erfiillt fiir beliebige « < 0 < S die An-
fangsbedingung y (0) = 0. Also: Fiir die Differentialgleichung y" = 1/|y| hat jedes
Anfangswertproblem unendlich viele Losungen.
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2 L

Abbildung 1.1: y, g mita =-lund g =1

y" = f (x) undfL1.2} y’ = f () lassen sich verallgemeinern zu

1.1.4 Beispiel (Differentialgleichungen mit getrennten Variablen)

y=f(x)g(y), (1.6)

wobei f:I - R, g:] — R stetig seien und I, ] c R Intervalle. Als Losungsansatz

bietet sich nach|1.1.2lund1.1.3 g{W = f(x)an (y = y(x)), also

/ :g% - [Tr® s (17)

d.h.G(y) - G (y0) = F (x) - F (x0),

G(y)—c<y0>=[y0yg%,

Dann liefert Auflésung nach y:

F)-Fx)= [ £(9)dg

y=H(F(x)-F(x0) +G(y)), H=G™"

Dieser Ansatz klappt in der Umgebung jedes Punktes yo € ] mit g (o) # 0:
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1.1.5 Satz  Vorgelegt sei die Differentialgleichung (L6), wobei f:1 - R, g:] - R
stetig seien. Ferner seien (xo, yo) € I x ] und g nullstellenfrei in J. Dann gibt es eine
(ggf- einseitige) Umgebung U von xo und eine Losung y:U — ] der Differential-
gleichung auf U, welche der Anfangsbedingung y (x¢) = yo geniigt, und zwar
ergibt sich y durch Auflosen von nach y.

BEwWEIS Angenommen, es sei y eine Losung von in einer Umgebung U (ggf.
einseitig) von xo mit y (x¢) = yo. Fir alle £ € U gilt dann % = f(£), und

Integration tiber [xg, x] (bzw. [x, x¢]) liefert:

* Y& [
L) g(y(f))df Lo S8 de.

. . 1 cp d _ i
Ist nun G eine Stammfunktion von > S0 st 5G (x(8)) = EIGIL also haben wir,

wenn wir mit F eine Stammfunktion von f bezeichnen:
G (y(x)) =G () =F (x) - F (x0).

Nun ist g stetig und nullstellenfrei, also é > 0 auf ganz J oder é < 0 auf ganz J.

= ( ist stetig differenzierbar und streng monoton, hat also eine streng monotone
Umkehrfunktion H := G™.

y(x)=H(F(x)-F(x0) +G(y0)) auf U
= y ist eindeutig bestimmt. Dieses y ist wirklich eine Losung, denn:

¥ (x) = H'(F (x) = F (x0) + G (0) ) (x) = fx)=g(y(x) f(x),

(r (x))
=G(y(x))

und es gilt

y(x0) = H(F (x0) = F (x0) + G (¥0)) = H (G (y0)) = yo- o

1.1.6 Beispiel y’ = ¢” sin x. Die Voraussetzungen von[..1.5/sind erfiillt, und unser
Ansatz liefert: 7y’ = sinx, d.h. (=e™)’ = (=cosx)’, also e = cosx + C mit
konstantem C, d.h. y (x) = —log(cosx + C). Der Definitionsbereich D von y
héngt stark ab von C:

C>1 D=R.
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Abbildung 1.2: y¢ mit C = —%, ,C= %, C=1C=2,

-1<C<1 Esgibtein « € ]0, 7] mit C = — cos &, und dann ist cos x + C = cos x —
cosa > 0, falls —a < x — 2wk < a mit k € Z. Dann ist also

D= 2nk - a,2nk + «f .
kez

C £ -1 nichtsinnvoll, D = &.
Sind (xo, yo) € R? beliebig vorgegeben, so gilt wegen log (]0, oo[) = R:
y(x0) =y0 <> yo=—log(xo+ C) < e’ =cosxg+C <> C=e - cosx,

und dieses C ist notwendig > -1, d. h. das zugehdrige y ist sinnvoll, da x¢ € D.
Ergebnis: Fiir alle (xo, yo) € R? ist das Anfangswertproblem

y' =€’ sinx, ¥ (x0) =0

lokal eindeutig 16sbar. Fiir X = e™° +cos x > list die Losung auf ganz R definiert,
fir -1 < C <1 hat die Losung den obigen Definitionsbereich D.

Obgleich die Differentialgleichung keine Probleme mit dem Definitionsbereich
bereitet, sind die Losungen nicht notwendig auf ganz R definiert. Selbst eine ,klei-
ne“ Anderung der Anfangswerte kann ganz erhebliche Anderungen bei der Losung
bewirken (siehe Abb.[1.2)).

Oft lassen sich Differentialgleichungen durch einfache Transformationen auf
bekannte Differentialgleichungen zurtickfiithren:
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1.1.7 Beispiel
y'=f(ax +by+c) (18)
mita, b, c € R. Seigleich b # 0 (sonst liegt[L.11]vor). Ansatz: u (x) = ax+by (x)+c.

=>u'=a+by =a+bf (u) (1.9)
also eine Reduktion auf]1.1.2} Umgekehrt: Jede Losung u von liefert eine Losung
y von (L.8)).

1.1.8 Beispiel y' = (x+y) . u=x+y=u =1+y =1+u> = (arctanu) =1,
d.h.arctanu = x + C (nur méglich, solange x + C € |-Z, Z[), also u = tan (x + C)
und somit y = tan (x + C) — x. Zur Probe rechnet man nach:

y' =tan’ (x + C) —1=1+tan? (x + C) = 1= (x + y)*

1.1.9 Beispiel (Homogene Differentialgleichungen) Die Funktion f (x, y), f ste-
tig, heifdt homogen , falls fiir alle A € R gilt: f (Ax,Ay) = f (x, y). Dann ist mit

A:z}cfiirx%o:
fxy) =f(1,§) =:g(Z)’

X

d. h. die Differentialgleichung hat die Form:

y'=g (y) (x #0, g stetig) (1.10)

X

=y =(ux) =u+xu' =g(u),

d. h. die Differentialgleichung nimmt die Form an:

u' =",

X

so dass eine Reduktion auf eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen
vorliegt. Umgekehrt liefert jede Losung von vermoge y = ux eine Losung
von (1.10]).

Richtungsfeld einer homogenen Differentialgleichung: Auf allen Geraden durch
o ist £ = ¢ konstant, und auf dieser Geraden ist die Richtung festgelegt durch
tan a = g (c). Das sieht so aus wie in Abb.
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Abbildung 1.3: Richtungsfeld einer homogenen Differentialgleichung

1.1.10 Beispiel Die Differentialgleichung

/:Z—x—:g(z) (1.12)

ist homogen. Setze u = £. Aus folgt dann: " = W =-L dh v =

xu?’

-1, also (élﬁ)’ = — (log|x|)’ fiir x # 0, d.h. u® = —log|x|> + C fiir x # 0, also
y=x3 (—log|x|3 + C) fir x # 0.

Fiir beliebiges C € R und x # 0 ist das wirklich eine Lésung von (.12), denn

2.7 2 3 33 y 2
3y°y" =3x* (~log|x|> + C) + x> [-= ) =3 - 3%,

X X

dhy=2- ;—; (beachte: y # 0!).
Anfangsbedingungen: Der Anfangswert x = 0 ist offenbar nicht sinnvoll. Sei x( #

0, yo € R: y erfiillt die Anfangsbedingung y (xo) = yo genau dann, wenn y; =
3

xg (~log |xo|” + C),d.h. wenn C = % +log|xo|’. Das Anfangswertproblem (r.12)
0

mit ¥ (xg) = yo ist also auf ]0, co[ (im Fall xo > 0) bzw. auf |-oo, 0[ (im Fall
X0 < 0) eindeutig l6sbar.

1.1.11 Beispiel y' = f ( gﬁ:%:;) mit a, b, ¢, a, B,y € R. Zur Reduktion der Diffe-

rentialgleichung unterscheiden wir 2 Fille:

1. Fall: det (Z Z) # 0. Wir wollen neue Variablen einfithren gemifl x = u + h,
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y =v + k mit konstanten h, k € R, die wie folgt gewahlt werden:
ax+by+c=au+bv+ah+bk+c,

ax+py+y=au+pv+ah+pk+y,

und wegen det (& lﬁ’ ) # 0 kénnen h, k so gewihlt werden, dass ah + bk +
¢ =0und ah + Bk +y = 0. Dann hat die Differentialgleichung die Form

vVi=f ( atiby ), und das ist eine homogene Differentialgleichung.

au+pv
2. Fall: det (2 Z) = 0. Dann sind die beiden Zeilen dieser Matrix linear abhéngig.

(i) a=0b=a=f=0:Dann ist die Differentialgleichung trivial.
(ii) (a b) # (0 0).Dann gibtesein A € R, so dass (oc /3) =1 (a b).

Die Differentialgleichung hat also die Form y’ = f (%).
(1) b=0:klar
(2) b#0:Setzez:=ax+by,dannistz’ =a+bf ( fz‘:r‘:y ), also haben

wir eine Reduktion auf den Fall aus(1.1.2)

(iii) (a b) = (O O), aber (oc ﬁ) # (0 0). Damit die Differential-
gleichung interessant ist, setzen wir ¢ # 0 voraus und setzen g () :=
f(3) fiirt # 0, und haben die Differentialgleichung y’ = g (w ),
also eine Reduktion auf den Fall mit A = 0.

In allen Fillen ist die Differentialgleichung damit auf bekannte Fille reduziert.

1.2 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

1.2.1 Definition (Lineare Differentialgleichung erster Ordnung) Eine Differen-
tialgleichung heif3t linear von erster Ordnung, wenn sie die Form

fy' +gy=h (1.13)

mit stetigen f, g, h: I — R hat. Ist f nullstellenfrei, so kann gleich f =1angenom-
men werden, und dann hat die Normalform

Yy +gy="h (1.14)

mit stetigen g, h: I — R. Ist in h =0, so heifit homogen, sonst inho-
mogen.
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1.2.2 Satz  Vorgelegt sei die lineare Differentialgleichung erster Ordnung (1.14) mit
stetigen g, h:1 — R. Dann existiert zu jedem (xo, yo) € I x R genau eine Losung
y:I>Rvon mit y (x0) = yo, und diese Losung ist gegeben durch

y(x) =(y0+L0xh(t)exp(/;0tg(u) du) dt)exp(—‘/;oxg(t) dt) (xeI)

(115)

Bewers (i) Losung der homogenen Differentialgleichung y’ + gy = 0: Sei y
Losung der Differentialgleichung y’ = —gy. Man dividiert an dieser Stelle
nicht durch y, da y = 0 eine Losung ist, y also a priori nicht notwendig
nullstellenfrei ist.

=S (r@en([Te@ @)= ('@ +gy@)en( T2 di)-0

Die Funktion ist folglich konstant, also ist wegen der Anfangsbedingung
y (x0) = yo:
y@) =y (- [Tg(ar)  (xe)
X0
Dieses ist wirklich eine Losung der homogenen Differentialgleichung! Das

ist im Falle h = 0, also ist die Behauptung bewiesen fiir 4 = 0.

(ii) Allgemeiner Fall: Wir setzen (,,Variation der Konstanten®)

@) =y@ew( [ gwdi)  (xe

0

Dann ist die Anfangsbedingung y (x¢) = yo < z (x0) = yo.

:>z'=(y’+gy)exp(/xxg(u) du)zh(x)exp(‘[xxg(u) du)

[« ) 0 0
=hwg
(1.16)

=z (x)= /xxh(t) exp(/;:g(u) du) dt + yo (117)

0

l6st die Differentialgleichung und erfiillt die Anfangsbedingung z (x¢) =
Yo-
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Ergebnis: Wenn eine Losung y von (L.14) mit y (xo) = yo existiert, so ist

20 =y e [ g(w) du)

0

Losung von ( mit z (x9) = yo, und z ist durch gegeben, d. h. y ist durch

(L13) gegeben
Umgekehrt: ist wirklich eine Losung von mit y (xo) = yo; Probe:

¥ (x0) = yo ist klar.

Y (x) +g(x)y(x

- (n exp(/g du) Jexp (= [ g (1) dt) + () (- (1)) +.g (x) k)
“h(x).

1.2.3 Bemerkung  (a) Sind yi, y, zwei Losungen der inhomogenen Differenti-
algleichung (1.14), so ist y; — y, eine Losung der homogenen Differential-
gleichung

y +gy=0. (1.18)

(b) Ist y; irgendeine ,feste” Losung von (1.14), so erhélt man alle Losungen y
von in der Form y = y; + z, wobei z eine Losung von (1.18)) ist.

(c) Der Losungsraum der homogenen Differentialgleichung hat die Di-
mension 1 und wird von ¢ (x) = exp ( f g(t dt) aufgespannt. Insbe-
sondere ist jede Losung y # 0 von nullstellenfrel auf I.

1.2.4 Beispiel (Fall mit (Luft)reibung im homogenen Schwerefeld) Zur Veranschau-
lichung der Situation siehe Abb. K = (0,-mg) sei die Schwerkraft, g die
Fallbeschleunigung, R = —«xv mit ¥ > 0 sei die Reibungskraft, v = (%, y) die
Geschwindigkeit und b = (%, j) die Beschleunigung. Die Bewegungsgleichung

mb = K - kv besagt dann: mi = —xx und mj = —xy — mg, d. h. mit A := - > 0:

X+ Ax =0, y+Ay=-g
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Mit der Anfangsgeschwindigkeit x (o) =: ug, ¥ (fo) =: vo erhalten wir dann aus

(.15):

X (1) = uge M1

t
y(t)z(%_g/t e)‘(f—fo)df) o Mi=t0)
0

_ o Mi=to) _ 8 (1 _ -A(t-to)
=1vge 0 3 (1 e 0 ),

die Geschwindigkeit in x-Richtung nimmt also exponentiell ab.

_ Uo (0 —A(t-to)
:>x(t)—x(t0)+/1(1 e )

=X0
- Yo (1 oMty _ 8 (4 & (1= pMi-t0)
y()=y(t0) + (1= W) = (=) + 55 (1-707)
- Yo L & (12 M-t))_ & (4 _
—y(t0)+(A+A2)(l e 0) A(t to) -

Das sind die Losungen der Bewegungsgleichung.
= lim x (£) = x (fo) + =2 = x (to) + 20
t—o0 A K
tlim x(t) =0,
.. _&
fm ()=
d. h. die x Koordinate ist beschrinkt, die Geschwindigkeit in x-Richtung nimmt
exponentiell ab, und die Geschwindigkeit in y-Richtung ist fiir grofle ¢ nahezu
konstant. Das kann man z. B. schon bei Sinkversuchen in Fliissigkeiten beobach-

ten.
Fiir ug # 0 erhalten wir:

y(t)=yo+ (@ + 5) (1- M=) —% (t—to)

DT
=(x—xo)%
=yo+(v0+§)uio(x(t)-x0)+%1og(1-uio(x(t)-xo))
:y0+(v0+§)uio(x(t)—xo)—%(uio(x(t)—xo)JrzA—u%(x(t)—x0)2+;TS(x(t)—xo)3+...

-0 14
g (6 (1) x0) — 5o (6 (1) - x0)°,
Ug 2ug
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Abbildung 1.4: Fall im homogenen Schwerefeld

|

Abbildung 1.5: Stromkreis aus|1.2.5]

falls |ui0 (x(t) - x0)| < 1, nach Definition von A. Dabei hebt sich der erste Term
der Reihe gegen den zweiten Summanden aus der Klammer weg.

Das stellt die bekannte Wurfparabel dar, d. h. im Falle ¥ = 0 (d. h. Fall ohne Rei-
bung) fillt der Massenpunkt auf einer Parabel.

1.2.5 Beispiel (Wechselstromkreis) (,quasi-stationdr“, siehe Abb. U sei die
Spannung (bekannt), I die Stromstérke (gesucht), R ein Ohmscher Widerstand
(konstant), L eine Selbstinduktion (konstant). = U = gesamter Spannungsabfall
= Spannungsabfall am Ohmschen Widerstand + induzierte Spannung = RI + L%.
Als Anfangsbedingung haben wir I(0) = Io. Das fiihrt uns zu der Differential-
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gleichung

dl R_ U
—+-I=—
dt L L

Mit g := % und h := % entspricht das der Form von (1.14)), wir konnen also
anwenden, und erhalten

I(t)=(10+£tU£S) exp(jos%du) ds)exp(—/ot%du)

= (IO+/()tL)e§Sds) e 1! (teR)

L

Betrachten wir nun den Spezialfall des Sinus-formigen Wechselstroms: U = Uy sin wt
mit w = 2mv > 0.

Us [t
=1(t)= (IO + To / sinws - el* ds) eIt
0

Wegen
el |sinwft— — coswt —_
R R2 + @2[2
r (R | w’L | RL
=el | =sinwt—wcoswt+ wcoswt + —siNwt | ———
L R R? + w2L2
Ry
=el sinwt
folgt
U, ISRL L t
0 eL . w _Ry
I(t)=1Ip+ — | —=———— |sinws — — cos ws e L
() =|lo+7 [R2+w2L2( R )L
U()CUL _Bt U() .
=(Io+m)e L +m(Rsmwt—choswt).

Es gibt ein (modulo 27 eindeutiges) ¢ € R mit

R wL

—_— =C0sQ, _—
VR? + w22 ¢ VR2 + w22

=sing

24



und mit dieser Phasenverschiebung ¢ erhalten wir|

UOwL ) _Ry U() .
I(t)=\lp+ ———)e I + ————ssin (wt —
() ( °T R+ 212 VR? + 022 in ( 9)

Ergebnis: Bis auf den vom Einschaltvorgang herrithrenden exponentiell abfallen-
den Anteil ist der Strom sinusférmig mit derselben Frequenz wie die Spannung,

aber in der Phase verschoben. Die Amplitude des Stroms ist aber nicht gleich %,
Uop

wie man vom Gleichstrom her erwarten mochte, sondern NV
+w

1.2.6 Beispiel (Bernoullische Differentialgleichung) (benannt nach Johann Ber-
noulli, 1667-1748).
Y +g(x)y+h(x)y*=0, (1.19)

g, h:1 - R stetig. Fiir « € R\ Z ist hier y > 0 vorauszusetzen, fiir & € N ist keine
besondere Voraussetzung bzgl. y nétig, fiir « € Z, a < 0 ist y als nullstellenfrei
vorauszusetzen.

Triviale Falle:

a =1: Homogene lineare Differentialgleichung in Normalform (1.18): Losung ist
bekannt: (1.15)).

« =0: Inhomogene lineare Differentialgleichung in Normalform (L14): Losung
ist bekannt: (1.15)

Losungsansatz: Sei gleich a ¢ {0,1}, xo € I und U c I eine (ggf. einseitige) Um-
gebung von x, y: U — R sei eine Losung von (L.19)), insbesondere sei y* sinnvoll
(d.h. y gentige obigen Anforderungen); zusitzlich sei y=* sinnvoll, d. h. y |, sei
auch im Falle & € N nullstellenfrei. Multiplikation von mit (1 - «) y~* liefert
dann:

(1-a) y™y +g(x) (1-a) y ™+ (1-a) h (x) =0,

d.h.
0.

() +(1-a) g(x) ™+ (1 -a) h(x)

= z = yI"% ist sinnvoll und geniigt der linearen Differentialgleichung erster Ord-
nung

Z+(1-a)g(x)z+(1-a)h(x)=0. (1.20)

'sin (wt — @) =sin (—¢) cos wt + sin wt cos (—¢) = sin wt cos ¢ — sin ¢ cos wt
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1
Umgekehrt: Ist z: U — R eine Losung von und y := za sinnvoll, so ist

o Ly, B Y _ _ «
V=15 =8y —h(x) 7 =g (x) y-h(x)y"
also gilt (L.19).

Diskussion des Anfangswertproblems: Gegeben sei die Differentialgleichung
mit & € R, a # 1; gesucht ist eine Losung y > 0 mit y (xo) = yo, wobei xg € I,
yo > 0 vorgegeben seien. Losung: Nach[1.2.2]existiert eine Losung z von mit
z(x0) = y5 > 0, und es gibt eine Intervallumgebung U c I von xp mit z|;; > 0.

Obige Uberlegung liefert jetzt y := 2% istauf U definiert und positiv, y 1ost
und es gilt y (xo) = yo. Das Anfangswertproblem ist also lokal eindeutig losbar.
Fiir spezielle « sind weitere Fille zu diskutieren:

a =0: klar nach (L.15)), jedes Anfangswertproblem ist eindeutig auf ganz I losbar.
a€Z, a#1: Auch Losungen y < 0 sind zu diskutieren: liefert:

(=9) +g(x) (=y) + (-D)*"h (x) (-y)* =0. (1.21)

D. h. mit y ist auch —y Losung einer Bernoullischen Differentialgleichung
mit (=1)**' i an Stelle von h.

(i) « ungerade: Mit y ist auch —y Losung von (r.1g). D.h.: Die negati-
ven Loésungen von erhilt man aus den positiven durch Ubergang
Y=y

(ii) agerade:Ist y < 0 Losungvon (L.19), soistv := —y > 0 eine Lésung von
(1.21), und ist vom Bernoulli-Typ, und die positiven Losungen
des Anfangswertproblems sind nach obigem bekannt.

a>0: Wegen 0% = 0 ist auch y = 0 eine (triviale) Losung von (L.19).

1.2.7 Beispiel

y’+ﬁy+(l+x)y4=0 (x #-1) (1.22)

Die Differentialgleichung ist auch fiir y < 0 sinnvoll. Sei y eine nullstellenfreie
Losung im Intervall I c R\ {-1}. = z = y73 ist Losung der Differentialgleichung

z'—%z—3(1+x)=0 (x4-1). (1.23)
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Mit folgt dann fiir —1 ¢ [xo, x] bzw. [x, xo]| mit beliebigem z¢ € R:

=>z(x)=(zo+[x3(1+t)e_fx%ﬁdudt)exp([xidt)
X0 x 1+t

Wir rechnen zunichst fiir -1 < xg < x und erhalten:

Z(X) _ (ZO " fo (1+ t) e—3(log(1+t)—log(1+xo)) dt) e3(log(1+x)—10g(1+xo))
X0
. 3 3
= (z0+f 3(1+1) (L+ x0) dt) (L+x)

0 (1+1t)° (1+x)°

3 X
=z (1+—x)3+3(1+x)3/x dt

0(1+x0) 0 (1+t)2

(1+x)° )3 [ -17%
0(1+x0)3+3(1+ ) [ (1+1¢) ]xO,

=2z

also , ,
(1+x) +3(l+x)

(1+x0)3 L+ X9

-3(1+x)>. (1.24)

z(x) =2z

Das ist die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems z’ — %z -
3(1+x) =0,z (x0) = zo, wobei die Losung bei beliebigem z¢ € R, x¢ # 1 existiert
auf ganz |—oo, —1[ im Fall x9 < —1 bzw. |-1, co[ im Fall x5 > —1. Diese Losung
wurde unter der Voraussetzung —1 < xo < x hergeleitet, aber nun sehen wir: Fiir
beliebiges xo # —1 ist eine Losung von mit z (x) = zo fiir beliebiges

zo € R (triviale Probe). Die Losung ist sogar auf ganz R sinnvoll, nur fir
x # —1. Zur Losung von gehort die Losung y = 73

y(x) = ! , (125)

3 3
3 1+ (1+x) 2
\/zo (2£) +382-3(1+x)

und diese ist sinnvoll, solange x_ # -1, x # —1und der Nenner nicht verschwindet.

y(x0) = 2073 = o0, d.h. wihle zg = y;, und das Anfangswertproblem der
Differentialgleichung mit dem Anfangswert y (xo) = yj ist fiir yo # 0 lokal
eindeutig 1osbar. Fiir yo = 0 hat die triviale Losung y = 0; diese kann man

27



Abbildung 1.6: y (x) = - 1

{/ (1+x) (1-2x)

als Grenzfall von fiir zg - oo auffassen. — Weiter gilt mit xo # -1 # x:

{l z0(1+x)3+3(1+x)3—3(1+x)27é0

1+ xo 1+ xo

Q(( NP )(1+x)753

1+X0)3 1+ xo

=C

3
©C=OoderC#O/\x#E—1.

Beispiel: xo = 0, yo = -1 (d. h. z9 = -1). Dann haben wir die Losung des Anfangs-
wertproblems
1 1 1

(x) = - ,
¢ V242’ -30+x)7 +x)?2x-1) (142> (1-2x)

und dies ist die Losung des Anfangswertproblems mit maximalem Definitionsin-

tervall I = ]—1, %[ (siehe Abb..
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1.2.8 Beispiel (Riccatische Differentialgleichung) benannt nach GrafJacopo Fran-
cesco Riccati, 1676-1754, der wichtige Arbeiten zur Theorie der Differentialglei-
chungen schrieb.

V' +g(x)y+h(x)y*=k(x) (1.26)

mit stetigen g, h, k: I — R. Die Losungen der Riccatischen Differentialgleichung
lassen sich - von Spezialfillen mit z. B. h = 0 abgesehen — nicht elementar ange-
ben. Die Differentialgleichung hat aber folgende merkwiirdige Eigenschaft: Kennt
man eine Losung der Riccatischen Differentialgleichung, so sind die tibrigen ele-
mentar berechenbar.

BEwEIs Sei ¢ eine ,,bekannte” Losung von (1.26)), y irgendeine Losung von (1.26),
u ==y — ¢. Dann gilt mit (1.26))

u' +g(x)u+h(x)(y -9¢*)=0,

—_—
=u(u+2¢)
und das schreibt sich als
u' + (g (x)+2¢ (x)h(x))u+h(x)u*=0. (1.27)

Das ist eine Bernoullische Differentialgleichung vom Typ mit & = 2. Diese
wird durch z := 4! (Annahme: u sei nullstellenfrei im betrachteten Intervall)
tiberfithrt in die lineare Differentialgleichung

2= (g(x) +29 (x) h(x))z-h(x) =0, (1.28)

und diese kann man mit (1.15) l6sen. - Wir haben schon gesehen: Jede nullstellen-
freie Losung z von (.28) gibt die Lésung u := z™! von (1.27), und dann ist y := u+¢
eine Losung von (1.26)), da

!

y' =u' +¢ =—(g+20h)u—-hu*-gp—he*+k
=—g(u+q))—h(u+(p)2+k.

1.2.9 Beispiel
y —2xy-y*=2 (1.29)
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Diese Riccati-Differentialgleichung (g (x) = -2x, h = -1, k = 2) hat die spezielle
Lésung ¢ (x) = —1 fiir x # 0. Wir schreiben um und erhalten:

, 2
Z +{2x—-—)z+1=0.
X

b z(x) = (Zo + /x: (-1) exp (‘[x: (214 - %) du) dt) exp(— /x" (2t— %) dt)

0

* 2_ .2 t2 2_ .2 X’
zo—/ exp | ¢ —xo—log; dt |exp|—-(x —x0)+logF
X0

0 0

2

tZ
X% _(,2_,2 42 Xe
Z0—2€ (x xO) —X2€ x f Y dt
xO xo b

N— ———
Lésung der hom. Gl Losung der inhom. GL.
2/ +(2x—2)2=0 2'+(2x-2)z+1=0
X

Hier ist noch
2
2 x gt .2 x 1\ -
x2e™* f dt=x%e* / (——) el dt
xo 12 X0 t

tZ

p
.2 e .2 x1] 2
=x?e ™ |-—| +x%* f “ote! dt
t Xo X0 t

X _(,2_.2 .2 X 2
= _x+ e (¥x) Loy / e dt,
X0 X0

und wir erhalten

z 1 (%2 - *
z(x):(—g——)xze (*=x5) 4 x — 2x%e x2f e’ dt

X0
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also ist , ,
—e™* (C -2 [ et dt)

T ltxe® (C-2/; e dt)

y (x) (1.30)
eine Losung von (1.29). Diese Losung ist iiberall dort definiert, wo der Nenner
nicht verschwindet, speziell auch fiir x = 0! Besonders einfach wird die Sache fiir
xo = 0: Fiir jedes yo € R ist das Anfangswertproblem der Differentialgleichung
mit y (0) = yo lokal eindeutig losbar, denn mit C := -y, leistet das
Gewtinschte. Fiir beliebiges x¢, das keine Nullstelle des Nenners ist, gilt:

( —e™%C
X = S F =
y(x0) =0 1+ x0e™%C ¥
-C
=)o
e* + xoC Y

und das Anfangswertproblem ist lokal eindeutig l6sbar genau dann, wenn xo yo #
-1, denn dann ist mit obigem C automatisch

2
X0

ex3+x0C=ex‘2’(l— *0Jo )— ¢ £0,

1+X0y0 - 1+x0y0

und man kann rechnen wie oben angefiihrt.

1.3 Exakte Differentialgleichungen

1.3.1 Beispiel (Differentialgleichung einer Kurvenschar) Gegeben seien ein Ge-
biet G ¢ R* und f: G — R stetig. Dann bilden die Losungen der Differentialglei-
chung y’ = f (x, y) fir variable Anfangswerte (x¢, yo) € G eine Kurvenschar, die
G tiberdeckt: siehe[2.1.7]

Umgekehrt: Sei eine Kurvenschar gegeben bestehend aus differenzierbaren Funk-
tionen, die G einfach tiberdeckt. Dann ist diese Kurvenschar die Menge der Losun-
gen einer geeigneten Differentialgleichung: Sei z. B. (xo, yo) € G und ¢ die Kur-
ve zu (X9, Y0): ¢ (x0) = yo. Fir (x,y) € G mit ¢ (x) = y (d.h. fir Punkte auf
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dem Graphen von ¢) setzen wir f (x, y) := ¢’ (x) (Beachte: ¢ ist differenzier-
bar nach Voraussetzung!). Dadurch wird eine (stetige) Funktion f:G — R defi-
niert, und nach Konstruktion ist jede Funktion der Kurvenschar Losung der Dif-
ferentialgleichung y’ = f (x, y). Dabei wird man als Kurven ¢ nicht nur Graphen
von Funktionen der Variablen x betrachten, sondern gleich allgemeinere Kurven
(x(t),y (1)), wobei t € I ein geeigneter Parameter ist.

1.3.2 Beispiel G = R*\ {0}, x*> + y* = r* (r > 0) bildet eine Schar konzentri-
scher Kreise. Die zugehorige Differentialgleichung lautet: yy’ + x = 0. Wenn wir
uns auf Funktionen der Variablen x beschranken wollen, haben wir z. B. folgende
Moglichkeiten: G* := {(x, y): y > 0}, Losungen hier x (x) = V7?2 - x2 fir -r <
x < r(r > 0 Parameter) oder G = {(x, y):y <0}, Losungen y (x) = =V r? — x?
fir —r < x < r (r > 0 Parameter). Wenn wir im urspriinglichen G bleiben wollen,
konnen wir nicht mehr Funktionen von x als Losungen erwarten. Aber fithren
wir den Winkel als Parameter ein, (x (t),y(t)) = r(cost,sint) (0 < t < 27),
so bilden diese Kurven Losungen der Differentialgleichung yy” + xx’ = 0. Da es
auf die Wahl des Kurvenparameters nicht ankommt, schreibt man das gern in der
Form ydy + x dx = 0. Das kann man als Abkiirzung fiir die vorangehende Dif-
ferentialgleichung ansehen (das dt lasst man hier einfach weg). Auch kommt die
Symmetrie in (x, y) besser zum Ausdruck: In den Punkten der x-Achse wird man
lokale Losungen nicht in der Form y (x) suchen, sondern in der Form x (y) und
y als Variable ansehen.
Allgemein: Hat man eine Kurvenschar der Form F (x,y) = C, ({(x,y) € G), so
gentigt diese der Differentialgleichung

g—i%+g—i%=0 oder auch g—idx+3—l;dy=0;
wenn wir Losungen als Funktionen von x ausschreiben, haben wir die Differenti-
algleichung

oF OFdy
+——==0.
ox Jdydx

Solche Differentialgleichungen nennt man exakt:

1.3.3 Definition (Exakte Differentialgleichung) Seien G c R? ein Gebietund g, h: G —
R stetig. Die Differentialgleichung

g(x,y)dx+h(x,y)dy=0 (1.31)
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auf G heifdt exakt, wenn es eine stetig differenzierbare Funktion F: G — R gibt mit

Fx=g,  Fg=h (1.32)
F heiflt dann eine Stammfunktion der Differentialgleichung (1.31).

1.3.4 Folgerung Hat eine Stammfunktion F im Gebiet G, so ist F bis auf
eine Konstante eindeutig bestimmt.

BEweEls Ist E eine zweite Stammfunktion, so hat u := F — E die Eigenschaft: u ist
stetig differenzierbar mit u, = u,, = 0. Dann verschwinden wegen u; = (grad u, &)
fiir beliebiges & € R? alle Richtungsableitungen von u, so dass u konstant ist. Siehe
dazu auch [Forster] (1999). O

1.3.5 Satz  Ist die Differentialgleichung exakt mit Stammfunktion F auf G, so
erhdlt man durch (lokale) Auflosung der Gleichung F (x, y) = C der sog. Niveaukur-

ve sdmtliche Losungen (;Eg ) von ([L31). Zu jedem (xo, yo) € G mit Fy, (xo, yo) =

h (x0, y0) # 0 setze man C := F (xo, yo). Dann gibt es offene Intervall-Umgebungen
U von xo und V von yo mit U x V. c G und eine stetig differenzierbare Losung
y:U = V der Differentialgleichung

g(x,y) +h(x.y)y =0 (1.33)
mit Anfangswert y (xo) = yo, so dass F (x, y (x)) = C fiir alle x € U und
{(x,y) € G:F(x,y) =C} n (U x V) = Graph y.

Bemerkung Ist Fy (X0, ¥0) = g (%0, ¥0) # 0, so existiert entsprechend eine Losung
x (y) der Differentialgleichung

d
g(x,y) d—x +h(x,y)=0 (134)
y

mit x (y9) = Xo, die in einer Umgebung von xo erklért ist und die man durch
Auflésung von F (x (y) , y) = F (xo, o) erhilt.
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Abbildung 1.7: Niveaukurve

BEweEels Sei J ¢ R ein Intervall und (;) :] = G differenzierbar. Dann gilt laut
Kettenregel:

. ) ) . d
gx+hy=Fxx+Fyy=EF(x(t),y(t));

also ist (j) Losung von gx + hy = 0 genau dann, wenn F (x (), y (t)) kon-
stant ist auf J. Sei weiter (xo, yo) € G und F, (xo, y0) = h (%0, y0) # 0. Im Fal-
le Fyx (x0,70) = g(x0,y0) # 0 schlieft man ebenso mit x (y) statt y (x). We-

gen %€ (xo, y9) # 0, existiert nach dem Satz iiber implizite Funktionen (siehe El-

9y
strodt| (2002)) eine Umgebung U von x( und eine Umgebung V von y, und eine
Funktion y: U - V mit F (x, y (x)) = Cauf U, und {(x, y) € G:F (x,y) =C} n

(U x V) = Graph y. Nach der Kettenregel gilt fiir x € U:

0= Lp (%, y(x)) = Fx (x, y () +fy (6, y (%)) ¥/ (x) = g (x, y (x) ) +h (x, y (x)) ¥ (%),

dx
d.h. y ist eine Losung von (1.33). mi

1.3.6 Beispiele  (a) Die Differentialgleichung 2x dx +2y dy = 0 ist exakt, denn
F(x,y) = x*> + y* ist Stammfunktion. Die Niveaukurven F (x, y) = R?
(R > 0) sind Kreise. Diese kénnen wir global parametrisieren in der Form

( ;Eg ) = R (51 fiir t € [0,27], und das ist eine Losung der Differential-
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gleichung. Aber wir konnen die Kreise nicht global als Graphen von Funk-
tionen in x darstellen: Wohl aber konnen wir die Kreise ,,Jokal“ als Funktio-
nen in x darstellen in einer Umgebung des Anfangswertes (xo, ¥ ), wenn

Fy (x0, y0) = h (%0, y0) = 2y0 # 0 (siche Abb.[1.8): Fiir yo # 0 ist

y(x) = (sgnyo)\/(x3 +y3) — %2

Losung in U = U, (x0), und dabei darf durchaus yo > 0 oder auch yy < 0
sein. Fiir yo = 0 schreibe man die Losung lokal als x = x (y)! Das geht, da
Fy (%0, y0) 2x0 # 0, falls yo = 0.

(b) Die Differentialgleichung
(42 +3x%y) dx + (x> + (1+xy) e?) dy=0

ist exakt mit der Stammfunktion F (x,y) = y(e*” +x*). Die Auflésung
von F (x,y) = C nach y oder x ist hier nicht ohne weiteres in expliziter
Form méglich. Aber numerisch ist eine solche Auflosung mit Computer-
hilfe in der Regel in befriedigender Weise moglich.

Im Prinzip kann man nach die Losungen exakter Differentialgleichungen
sofort angeben. Wie priift man, ob eine Differentialgleichung exakt ist?

1.3.7 Satz (Notwendige Bedingung fiir Exaktheit) Gegeben sei die Differentialglei-
chung
g(x,y)dx+h(x,y)dy=0  (x€G) (1.35)

mit dem Gebiet G und stetig differenzierbaren Funktionen g,h:G — R. Ist (1.35)
exakt, so gilt
8y =hx (x€G). (1.36)

BEweEls Ist (1.35) exakt, so existiert eine stetig differenzierbare Funktion F: G — R
mit Fy = gund F, = h. g, h sind stetig differenzierbar, also ist F zweimal stetig
partiell differenzierbar, und es gilt:
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Abbildung 1.8: Parametrisierung von Kreisen

Bemerkung Die Differentialform erster Ordnung w auf G heif3t geschlossen, falls
dw =0.Im Falle w = gdx + hdy ist (vgl. [Forster (1977)):

dwo=dgndx+dhndy
=(gxdx+gydy)/\dx+(hxdx+hydy)/\dy
= (hx—gy) dx ndy,

dabei gilt dx Adx = dy Ady = 0,dx Ady = —dy A dx, und das ist eine Basis
der Differentialformen zweiter Ordnung. dw heif3t die dufere Ableitung oder das
Differential von w. Siehe dazu auch Forster (1996), Konigsberger (1903).

Wir haben also: w geschlossen <> 3w = dF mit dF = F, dx + F, dy.[1.3.7]besagt in
dieser Redeweise: w exakt = w geschlossen. Hintergrund dieser Implikation ist
die allgemeine Rechenregel d (dF) = 0. Die Umkehrung ist hier im Allgemeinen
falsch, gilt aber unter einer wichtigen Zusatzvoraussetzung: Ist G einfach zusam-
menhingend, so ist jede geschlossene Form auf G exakt.
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1.3.8 Beispiel Die Differentialform

w=3y+e")dx+(3x+cosy) dy
———— —— —
=g =:h
ist geschlossen, denn % (3y+e*) =3, % (3x + cos y) = 3. Ist w exakt? Wenn ja,
ist ?)_5 =g, ‘3—1; =h,d.h. ?)_5 =3y + ¥, also F(x,y) =3xy + e* + ¢ (y) mit einer
differenzierbaren Funktion ¢: R — R. Die Bedingung 3—5 =h(x,y)=3x+cosy e
3x + ¢’ (y) fithrt uns zu ¢ (y) = sin y, so dass wir mit

F(x,y)=3xy+e* +siny

eine Stammfunktion von w haben, und wir konnen die Differentialgleichung nach

[1.3.5|16sen.

1.3.9 Beispiel Die Differentialgleichung

d
12xy +3+ 6x° d—y=0

A , ——dx
=g =:h
erfiillt die notwendige Exaktheitsanforderung: g—f} =12x = %. Konstruktion einer
Stammfunktion: Ist F Stammfunktion, so gilt ‘3—5 =g=1xy+3,also F(x,y) =
6x2y + 3x + ¢ (y). Die Bedingung g—; = 6x> + ¢’ (y) Zh (x,y) = 6x? liefert
¢’ =0. Also ist F (x, y) = 6x*y + 3x Stammfunktion. Sei x # 0, yo € R. Dann ist
die Losung des Anfangswertproblems y (xo) = yo lokal gegeben durch

F(x,y) =6x"y +3x = F (x0, yo) = 6x3y0 + 3%,
d. h.

3 6x(2,y0 +3x0 — 3x 3 2x§y0 + X0 — X
B 6x2 B 2x2

(x£0).

In der Tat ist dies eine Losung des Anfangswertproblems, solange x # 0, und diese
Losung ist fiir die x mit sgn x = sgn x eindeutig bestimmt.
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1.3.10 Beispiel Das Gebiet G = R*\ {0} ist nicht einfach zusammenhingend.
Die Differentialform

y X

w=- dx + d
X2 + y2 X2 + y2 y
e e e
=g =h

ist geschlossen, denn

oy Yo Xy o «x
oy \ x2+y2) (x2+y2)2_8x x2+y2 )’

Aber w ist nicht exakt! Fiir x # 0 ist F (x, y) := arctan 2 eine Stammfunktion,
denn

oF 1 y
2 (2)ese
oF 1

Aber w ist nicht exakt! Angenommen, es gibt doch eine Stammfunktion F auf
G. Dann kann wegen gleich angenommen werden, dass F (x, y) = arctan
fiir x > 0, und nach existiert ein C € R, so dass fiir x < 0 gilt: F (x,y) =
arctan 2 + C. Zur Bestimmung von C lassen wir (x, y) — (0,1) gehen, und zwar
einmal aus Richtung positiver x, und einmal aus Richtung negativer x. Wegen

T

llm F x, =

(x.9)~(0.1) () =3
x>0

lim F(x,y)=—g+C

(x,y)—~(0,1)
x<0

ist notwendig C = 7. Mit diesem Wert fiir C ist in der Tat

arctan % firx>0
T

F(x,y)=13% firx=0, y>0 (1.37)

arctan% +m firx<0

eome Stammfunktion von w auf dem kleineren Gebiet R* \ {( 2 ) ty < O}. Aber
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es gibt keine auf R* \ {0} stetige Funktion F, die mit den Werten aus (.37) ver-
triglich ist! Es gilt namlich bei (0, -1):

i1
lim F(x,y)=—-—,
(x,9)—(0,-1) () 2
x>0
4 3n
li F(x,y)== =,
oy ) =5 F =5
x<0

und dasselbe gilt in allen Punkten (0, y) mit y < 0. Also ist w nicht exakt.

Erfillt die Differentialgleichung

d
g(x.y) +h(x.y) = =0
die notwendige Exaktheitsbedingung g—i = % auf G, so braucht keine Stamm-

funktion zu existieren. Die ndhere Untersuchung hat gezeigt, dass es wesentlich
vom zugrunde liegenden Gebiet abhéngt, ob eine Stammfunktion existiert oder
nicht, und zwar féllt die Antwort stets dann positiv aus, wenn G einfach zusam-
menhingend ist. Diese Bedingung bedeutet anschaulich, dass G ein Gebiet ,ohne
Locher” ist.

Einfach zusammenhéngende Gebiete spielen in der Funktionentheorie eine wich-
tige Rolle und werden dort auf vielerlei ganz verschiedene Arten charakterisiert;
z. B. gilt fiir beschrankte G: G ist einfach zusammenhingend genau dann, wenn
RZ\G zusammenhdngend ist. Siehe dazu auch [Elstrodt (2003), Satz 22.5.

Wir wollen eine fiir unsere Zwecke besonders handliche Definition des einfachen
Zusammenhangs mit Hilfe von Kurven in G vornehmen.

1.3.11 Definition  (a) Eine Kurve in G (bzw. ein Weg in G) ist eine stetige Ab-
bildung

plal =6 toy=(50).

wobei [a, b] c R ein kompaktes Intervall ist. y (a) heif3t der Anfangspunkt
von y, y (b) der Endpunkt von y, [y] oder y ([a, b]) die Spur von y. y heifit
geschlossen genau dann, wenn y (a) =y (b).
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(b) Seien yg, y1:[0,1] = G zwei geschlossene Kurven in G. Dann heifit yo ho-
motop zu y;, wenn es eine stetige Funktion

¢:[0,1] x [0,1] - G

gibt, so dass gilt:

(D) ¢(s5,0)=po(s)fir0<s<1,
(i) ¢(s,1)=y1(s) firo<s<1,
(iii) ¢ (0,¢) =@ (1,t) fir0 <t <1,d.h.y, == ¢(-1):[0,1] - G ist eine

geschlossene stetige Kurve fiir alle ¢ € [0,1].

Schreibweise: yo ~ y; (dies ist eine Aquivalenz-Relation!).

Anschauliche Vorstellung: yo = ¢ (+,0) wird im Laufe der Zeit t € [0,1]
tiber die geschlossenen Kurven y; stetig in y; deformiert, ohne dass eine
der geschlossenen Kurven y; ,zerrissen wird.

1.3.12 Beispiel G=R*\{0},0<r<R:

; 7 COS 27TS
Yo (s) := re*™ = (rsinZns) (0<s<1),

R cos2ms

o 2mis _
y1(s) =Re (R sin 27s

) (0<s<1).

= Yo ~ ¥, denn
9:[0,1] x [0,1] = G, ¢ (s,t):=(r+t(R—-r))e*™™ (0<s,t<1)
leistet das Verlangte.

1.3.13 Definition  (a) Sei a € G. Dann heifit y1:[0,1] - G, y1(s) := a fir
0 <'s <1 ein konstanter Weg.

(b) Sei y:[0,1] — G ein stetiger geschlossener Weg. Dann heif3t y nullhomo-
top in G, wenn y zu einem konstanten Weg in G homotop ist. Man sagt in
diesem Fall auch, y sei stetig auf einen Punkt zusammenziehbar.

1.3.14 Beispiel  (a) G = R?, dann ist y (s) == 2™ fiir 0 < s < 1 nullhomotop in
G, denn g (s, t) := (1-t) e*™ leistet das Verlangte.
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(b) G =R*\ {0}, dann ist y (s) := e*™ fiir 0 < s <1 nicht nullhomotop.

1.3.15 Definition (Einfacher Zusammenhang) G heifit einfach zusammenhéngend,
wenn jede geschlossene Kurve in G nullhomotop in G ist.

1.3.16 Definition (Sterngebiet) G heifdt sternformig oder Sterngebiet, wenn es ein
a€Ggibt,sodassfirallebe Ggilt: {a+t(b-a):0<t<1} cG.

1.3.17 Beispiel ~ (a) {kx:k € R} c R? ist ein Sterngebiet.
(b) Ein ,Stern“ mit Mittelpunkt a im R? ist ein Sterngebiet.
(c) R~ {(x,0):x <0} ist ein Sterngebiet.

1.3.18 Satz Jedes Sterngebiet ist einfach zusammenhdngend.

BEWEIS Sei yo: [0,1] - G geschlossen und a wie in[1.3.16} y; (s) =a fir0<s <1
Dann leistet

o(s,t)=a+(1-1t)(yo(s)—a)eG (0<s,t<1)

das Verlangte:

¢ (s,0) =y () (0<s<1),

¢ (s,1) = y1 () (0<s<1)
a

y=a+(1-1)(yo(1)—a)=¢(1,1t) (0<t=x1).

1.3.19 Definition (Stiickweise stetige Differenzierbarkeit) Die Kurve y: [a, 8] —
R? heif3t stiickweise stetig differenzierbar, wenn es eine Unterteilung a = ap < ... <
oy, = f gibt, so dass y |[ tj1o0;] fiir1 < j < n stetig differenzierbar ist (mit einseitiger
Differenzierbarkeit in den Endpunkten).

1.3.20 Beispiel Jeder Streckenzu ist bei passender Parametrisierung stiickweise
stetig differenzierbar.

1.3.21 Definition (Kurvenintegral) Seien g, h: G — Rstetigundy := (3 ):[a, ] »
G stickweise stetig differenzierbar. Dann wird definiert:

[(gdx+nay) :=[ﬁ(g<x<t>,y<t>>dxd—(t”+h<x<t>,y<r>>—dy“)) i

’ ¢ dt
- 21/ (g(x(t),y(t)) LIVNANORI0) dyd(tt)) dt
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1.3.22 Beispiel Seiy(t):=a+t(b-a)eG,a,beG,0<t<1,wobeia=(g!),
b= (fg).Dann ist

[(gdxenan = [ @0 ®) Gi-a) +h(y () (b2-a)) d.

y 0

1.3.23 Satz (Rechenregeln)  (a) Bezeichnety™ (t) =y (a+f-t)fira<t<pf
die ,riickwirts durchlaufene Kurve vy, so ist

/;r (gdx+hdy)=—‘[y(gdx+hdy).

(b) Istg:[a, B'] = [, B] bijektiv und stiickweise stetig differenzierbar mit ¢’ (t) >
0 fiir alle t € [a', B'] (ggf. einseitige Ableitungen an den Unstetigkeitsstellen
von ¢'), so heifst y, :=y o ¢: [, '] = G eine Umparametrisierung von y.
Es gilt die Substitutionsregel:

/ (gdx+hdy)=f(gdx+hdy).

Yo 4

(c) Existiert eine stetig differenzierbare Stammfunktion F, so dass Fx = g und
Fy, = h, so gilt:

]y(gdmdy) ~F(y(B)) - F(y(a))

mit den Bezeichnungen wie in|1.3.21

Beweis hier nur zu|d):

|

v=1 v

J g+ hdy) = ““(Fx(x(t),y(t»d"—“)+py(x(t),y(t))dy<f>)

dt

1

_dF((1)
dt

42



Im folgenden bereiten wir den Hauptsatz tiber Stammfunktionen (1.3.27) vor.
Der Beweis beruht mafigeblich auf

1.3.24 Lemma (Poincaré) benanntnach HenriPoincaré, 1854-1912, franzdsischer
Mathematiker, schrieb iiber 500 Arbeiten und 30 Biicher, Vetter von Raymond
Poincaré, dem 9. Prisidenten der franzdsischen Republik (1913-1920).

Es seien G ein Sterngebiet und die Differentialgleichung

gdx+hdy=0, (1.38)
g, h: G = R stetig differenzierbar, erfiille die notwendige Exaktheitsbedingung
8y = hx. (139)

Dann existiert eine Stammfunktion F: G — R von (1.38) mit g = F, und h = F,,
und zwar folgende: Sei a € G so beschaften, dass

o (1) :=a+t((;)—a)eG ((;)GG te[O,l]). (1.40)

P = [ acncna ((5) o)

eine Stammfunktion von (1.38) auf G.

Dann ist

BEwels Nach Definition ist mit a = (;):

F(op)= [ (s(art(e=a),fr (=) (x-a) +h(a+t(x=a),f+ (=) (y-B)) dt.

Nach der in|Elstrodt (2002) entwickelten Theorie ist die Differentiation unter dem
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Integral zulédssig und liefert unter Benutzung der Kettenregel:

2 F)= [ (gelart(r-a),fri(-p)t(r-a)rglari(x-a)fri(y-F)

+hy (a+t(x-a),B+t(y-p))t(y-p)) dt
@ [M(gelart(x-a) frt(r-p) (x-a)

+gy (a+t(x—a),f+t(y-P)) (y—p))t
+g(a+t(x—a),B+t(y-p)))dt

Lt o))
2o
Juf (-] e

und analog folgt g—; = h. Dito giltauch der n-dimensionale Fall, siehe dazu|K6nigs-
berger (1903), S. 193. O

1.3.25 Satz (Homotopieinvarianz des Kurvenintegrals) Es seien y, y; zwei (frei)
homotope geschlossene Streckenziige im (nicht notwendig einfach zusammenhdngen-
den) Gebiet G und g, h: G — R stetig differenzierbar mit g,, = hy. Dann gilt:

j (gdx+hdy)=f(gdx+hdy)
Yo Y1

unt entsprechendes fiir stiickweise stetig differenzierbare frei homotope geschlossene
Kurven.

Bewers SeiI = [0,1] und ¢:I x I - G eine Homotopie, die y¢ in y; iiberfiihrt
wie in[1.3.11b). Dann ist K := ¢ (I x I) ¢ G kompakt. Sei

ri= %inf{”x—yH:xeK, ye G}, falls G‘:#@,.
r > 0 beliebig, falls, G = R?
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= r>0,undfiiralle (s, ) € IxIist K, (¢ (s,t)) c G. ¢ ist stetig, also gleichmifig
stetig auf dem Kompaktum I x I, d. h.

! 4
Ve>0 36>0 V(S),(S,)el, (S)—(S,)
t t t t

Wir wihlen ¢ := r und diirfen oBdA gleich annehmen, dass das zugehorige § die
Form & = 2 hat mit geeignetem n € N. Dann ist also mit diesem n:

)0)[0)-)

Wir spannen zwischen yp und y; ein Netz von Streckenziigen: zj; = ¢ (%, %) €
K c Gfiir 0 < j, k < n gemaf (1.41). Die z; o liegen also alle auf yo, und die z;,, alle
auf y;. Nach Wahl von r und (1.41) lieft dann der Streckenzug ojx: zjx = zj1 .k —

<& |o(st)-g(s 1) <e
2

2
< - |go (s,t) -9 (s', t')| <. (1.41)

2

ZjsLk+1 > Zjk+1 > Zjk ganz in K, (zjk) c G. gji ist geschlossen und liegt ganz in

einem Sterngebiet (K, (z ik ) ), also liefert zZusammen mit :

/. (gdx+hdy)=0  (0<jk<n)

U]k

Es sei nun 83:z0x = 21k = ... = Zyk = 2ok fur k = 0,...,n. Dann ist nach

[3.23fa):

0= [ (gdx+hay)BB® [ (gaxsndy) - [ (gdx+hdy),
j=0 %k k k+1

d.h.firallek=0,...,n—1ist

‘[6 (gdx+hdy)=‘[8 (gdx+hdy),
k

k+1

also

/(;(gdx+hdy)=‘/(;(gdx+hdy).

Wir miissen nur noch zeigen f; = [ und [; = [ . Wir machen uns klar, dass
. . %~ Jyo O In . . .
o ein Streckenzug ist, der Punkte z; o auf yo verbindet. Wir definieren fiir j =
0,...,n—1Wege 7j:zj0 = zj+1,0 = Zj0, Wobei der ,Hinweg" entlang y, verlaufe
und der ,Riickweg* auf der Verbindungsstrecke der Punkte, die ein Teil von dy
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ist. Nach liegt dann 7; ganz in K, (zj,), und liefert wegen :
ij (gdx +hdy) =0, also auch Z;‘:_Ol " (gdx+hdy)=0.

= (gdx+hdy)=/(gdx+hdy).
Y0 8o

Ebenso schliefit man mit §, und y;. O

1.3.26 Korollar Ist y:[0,1] - G nullhomotop bzgl. G und g, h: G — R stetig dif-
ferenzierbar mit g, = hy, so gilt:

f(gdx+hdy) =0.
Y

BEWEIS y ~ 1, wobei y; ein konstanter Weg ist. Dann liefert[1.3.25}

f(gdx+hdy)=[(gdx+hdy)=0,
Y n
da y; konstant ist. O

1.3.27 Satz (Hauptsatz iiber Stammfunktionen) Es seien G c R? ein einfach zu-
sammenhdingendes Gebiet und g, h: G — R stetig differenzierbar mit der notwendi-
gen Exaktheitsbedingung g, = hy. Dann hat die Differentialgleichung

d
g(x,y) +h(x,y) d_i =0 (1.42)

eine Stammfunktion F, und zwar folgende: Man wihle einen festen Punkt (xo, yo) €

G und verbinde (x, y) € G mit (xg, yo) durch einen ganz in G verlaufenden Stre-
(%)

ckenzug y (toy0)’

Dann hingt

Fry)= [, (g(&m) dE+h(&n) dy) (14

(x0-v0)

nicht ab von der Auswahl von yg;y }),0) und ist eine Stammfunktion von (1.42])

BEWEIs 1. Schritt: F ist wohldefiniert.
Begriindung: Wir gerbinden (xo, y9) € G mit (x, y) € G durch zwei
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2. Schritt:

(x.y)
(x0,y0

(x.y)

stiickweise stetig differenzierbare Kurven y (xouyo)

miissen zeigen:

und y yin Gund

Lon (@Emdsen(En dn= [, (g@En) dE+h(En) dn)

(*0:%0) (*0-30)
Dazu beachten wir: Durch Aneinanderhdngen von y(x’y ) und (?(x’y ) )
(x0,y0) (x0,30)
entsteht eine geschlossene stiickweise stetig differenzierbare Kurve § in

G. G ist einfach zusammenhingend, § also nullhomotop. Dann liefert
f(g(é,n) dE+h(&n)dn)=0

)

Mit[r.3.23]a) folgt daraus

Low (@Emdsen(@n dn= [, (g(En) di+h(En) dn).

(x0-%0) (x0:%0)

F ist eine Stammfunktion. Sei a € G, r > 0, K, (a) c G. Wir zeigen:
F|k, (a) ist Stammfunktion.

Begriindung: Sei (x, y) € K, (a), a = (§). Nach dem 1. Schritt ist es
belanglos, auf welchem Wege wir (x, y) mit (xo, yo) verbinden. Wir
wihlen den Weg wie folgt: Sei § irgendein stiickweise stetig differen-
zierbarer Weg in G von (xg, y9) nach a und o (t) == a +t((}) - a)
fir 0 < t < t. Wir wéhlen y(x’y ) = 8l als Verkettung von 6 und o

(x0,0)
und haben

F(ry)= [[(g(&n) dt+h(&n) dn)+ [ (g(En) dE+h (&) dn).

Betrachten wir das in Abhingigkeit von (3) € K, (a), so ist das &-
Integral eine Konstante, aber das o-Integral nach eine Stamm-
funktion auf K, (a). Also ist F |y, ,) eine Stammfunktion. mi

1.3.28 Beispiel Wir betrachten die sog. Windungsform

Y x _
_—x2+y2 dx+—x2+y2 dy=0
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9

(%)
y(x(),y())

0 (1,0)

(r,0)

Abbildung 1.9: Der Weg aus

auf G = R*\ {(x,0) :x < 0}. Wir wissen, dass die notwendige Exaktheitsbedin-
gung erfiillt ist, und wir wissen nach1.3.27} dass auf G (Sterngebiet!) eine Stamm-
funktion existiert. Wir konnen das Integral explizit ausrechnen: Dabei nutzen wir
aus, dass wir den Weg beliebig wihlen diirfen. Wir wihlen (x¢, y9) = (1,0), set-
zen fir r > 0 und |9| < 7 (x, y) = (rcos 9, rsin 9) und wihlen den in Abb.[1.9|zu

sehenden Weg.

n__dé,

F(x,)’)=f(x,y) (_&—24_7]25

Y(1,0)

& dp
et dt.

Das Integral von (1,0) nach (r,0) liefert den Beitrag o, denn auf dieser Strecke

dn

ist 7 (t) = 3, = 0. Das Integral {iber den Kreisbogen parametrisieren wir durch
E(t)=rcostund n(t) =rsint fiir t € [0, 9], bzw. [9, 0] und erhalten

F(x,y)=/09(

rsint

r2cos? t + r2sin®t

(-rsint) +

rcost

r2cos?t+r2sin?t

(rcost)) dt= ‘[Oslz 9.

(Das stimmt auch fiir -7 < 9 < 0). Das stimmt mit unserem fritheren [1.3.10] iibe-

rein.

1.3.29 Definition (Integrierende Faktoren, Multiplikatoren) Oftist die Differen-
tialgleichung g+hy’ = 0, g, h: G > R stetig, nicht exakt, kann aber durch Multipli-
kation mit einer geeigneten stetigen Funktion M: G — R exakt gemacht werden,
wobei M (moglichst) nullstellenfrei sein soll: Die stetige Funktion M:G - R (M
nullstellenfrei) heif3t ein integrierender Faktor oder ein (Eulerscher) Multiplikator
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fir die Differentialgleichung g + hy’ = 0in G, g, h: G — R stetig, falls die Diffe-
rentialgleichung Mg + Mhy' = 0 exakt ist. Sind M, g, h stetig differenzierbar, so
lautet die notwendige Exaktheitsbedingung (Mg) , = (Mh),, d. h.

Myg+ Mg, = Mch+ Mhy,
gMy —hM, =M (he - g,).

Diese partielle Differentialgleichung ist im Allgemeinen nicht leicht zulésen, manch-
mal findet man Losungen in der Form M = M (x): Dann hat man die Differenti-
algleichung

My _ gy~ hs

M h
d.h. im Falle M > 0: (log M)’ = %.
Ein solches M existiert genau dann, wenn die rechte Seite nur von x (und nicht

von y)habhéingt. Ebenso: Ein Multiplikator M = M (y) > 0 existiert genau dann,
x—8y
g

wenn nur abhéngt von y, und dann ist

d hx_g}'
—logM (y) = ——.
dy g

1.3.30 Beispiel Die Differentialgleichung

(26> +2xy* +1) y+ (3y* +x) y' =0
— ——
=g =:h

ist nicht exakt, da g, = 2x2 +6xy* +1# hy =1, aber

gy—hx B 2x(x+3y2)
h 3y4x

=2x.

Es gibt also einen Multiplikator M (x), und zwar M (x) = e*’. Wir erhalten die
dquivalente Differentialgleichung

e’ (Zx2 +2xy% + l)y+ex2 (3)/2 +x) y' =0.

=g =h
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Man rechnet leicht nach, dass

&= e’ (2% +6xy* +1) = e~ (2x (3y” +x) +1) = h.

In R? hat die Differentialgleichung eine Stammfunktion F:

Fx=g=ex2(2x2+2xy2+1)y,
Fy=iz=ex2(3y2+x).
= F(x,y) = "z(y3+xy)+¢)

= F, = 2xe* (y +xy)+e y+¢ (x)

= ¢’ = 0 durch Koeflizientenvergleich, wir konnen also ¢ (x) = 0 wihlen.
x2
F(x,y)=e (y3 +xy)

ist also eine Stammfunktion auf R?. Die Gleichung F (x, y) = F (xo, yo) ldsst sich
allgemein weder nach x noch nach y auflosen, in speziellen Fillen aber doch,
namlich wenn y% +x0yo = 0 ist.

1.4 Systeme linearer Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

Y
SeiI c R ein Intervall, y = ( El ) :1 - R" differenzierbar, A € M (n x n,R). Eine

n

Differentialgleichung des Typs

y'=4y  (xel) (1.44)
heif3t ein System linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten; austiihr-

lich: Sei A = (ajk)lsj,ksn:

A
Y1 = a,N + a2 )2 + ...+ aL,nYVn»

/
Yn=0ui)1tan2Y2+ ...+ annYn-

Anfangswertproblem: Sind xq € I, b € R" gegeben, so bestimme man eine Losung
von mit y (xo) = b. Wir werden sehen: Dieses Anfangswertproblem ist ein-
deutig losbar, die Losung existiert auf ganz I und kann explizit angegeben werden.
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Bemerkung Auf den ersten Blick erscheinen solche System recht abstrakt. Wir
werden ihre Niitzlichkeit aber noch sehen, denn die Losungstheorie der linearen
Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

v 4 a1y 4 ray v agy=0 (y:I->R)

ergibt sich ganz leicht aus der Losungstheorie fiir das System (1.44).

Losungsansatz: Im Fall n = 1hat man y’ = ay, y: I > R, a € R und die allgemei-
ne Losung y = yoe®*~*0) fiir x € I.
Idee: Wen man e? fiir Matrizen definieren konnte unter Erhalt der wichtigsten
Rechenregeln, so wird y = eA(*™%0)p mit b € R” eine Losung von sein mit
y(x0) =b.
Ansatz: e = Y2, %Ak. Wir behandeln im folgenden die Fille K = R oder C
parallel. Wir begeben uns auf einen kleinen Exkurs iiber die Exponentialfunktion
von Matrizen:

1.41Lemma Fiir alle A € M (n x n,[K) konvergiert die Reihe e# := ¥%°_, LA™

m=0 !
1

im Sinne elementweiser Konvergenz der Folge der Teilsummen (Z m=0 A" )p>0’

1
d.h. im Sinne der Norm || X| := (Z?,k=1 |xj,k‘ )2 auf dem K-Vektorraum der
(n x n)-Matrizen. Fiir jedes p > 0 ist die Konvergenz gleichmiflig auf der Menge

M, = {A= (ocj’k) eM(nxn,[K):|ocj,k|syﬁirallej,k=l,...,n}.
. Coam _ (m) .. .
BEwEls Sei gy > Ound A € M; A™ = ( Lo )],k:l,...,n fir m > 0. Dann ist
|oc(.0) =8| <1= (nu)® und |oc(.1)| < u < (np)'; induktiv schliefen wir weiter:

Ist m > 0 und bekannt, dass |(x]( )| (I’l‘l/l) furalle j,k=1,...,n,soist
(m+1) Z OC( m) ) < Z ny _ n‘u)m+1
=1 H,_, ——
<(nu)™ =¥
(m) (m) m
= ¥ meo o konvergiert, denn < ("r’; ? , und das ist der m-te Term der

Reihe

=exp (ny).
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Der Weierstraf3sche Majorantentest liefert jetzt die Behauptung. O

1.4.2Lemma  (a) Ist M € GL, (K), so gilt: eMAM _ pTeA N
(b) exp (diag (Ay,...,A,)) = diag (e)“, cees e)‘”).
(c) Sind Ay,..., A, € C die mit algebraischer Vielfachheit gezdhlten Eigenwer-

te von A, so sind e, ..., eM die mit algebraischer Vielfachheit gezahlten

Eigenwerte von e”.

BewEels  (a) klar, denn

| -1 m -1 1w
r;oﬁ(M AM)" =M (ijOEA )M,

und p — oo liefertfa).
(b) klar

(c) Uber C ist A zu einer oberen Dreiecksmatrix mit A4, ..., A, auf der Haupt-
diagonalen dhnlich: Es gibt ein M € GL,, (C) mit

Al *
M™'AM =
0 An
Dann ist
Al *
(MAM)" = ,
0 Ay
also nachfa)):
eh *
M LeAM = M AM _
0 etn
Das liefert die Behauptung. O

1.4.3 Korollar det e? = e5P"4; insbesondere ist e € GL,, (K) fiiralle A € M (n x n,K).

Bewgrs Nach [1.4.2]d) ist

det eA — e/\1+...+)ln — eSpurA‘ O
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1.4.4 Beispiele  (a) Sei A diagonalisierbar, A= M'DM, D = diag (A1, ..., A,).
Nach[1.4.2Jb) iste? = diag (¢V1,..., e ), also ¢4 = M~ diag (™, ..., e*) M.

(b) Zerfillt das charakteristische Polynom von A iiber K in Linearfaktoren (iiber
C gilt das immer), soist A= M~ (D + N) M mit D = diag (A, ..., 1,) und
nilpotentem N, DN = ND (z. B. Jordan-Normalform). = ed = M 1ePeN M,
denn naChMist eP*N = ePeN und hierist e = ¥}y N, da Nk=0
firralle k > n. Ist also die Jordan-Normalform bekannt, so ist e4 = M 1ePeN M
elementar berechenbar. Ein bequemes Verfahren zur Berechnung von e#

findet sich bei|Gantmacher| (1965).

(c) A= (3 %) hat das charakteristische Polynom

5-X —4

pA=|A—XE2|= 4 3-X

‘=X2—2X+1=(X—1)2,

ist aber nicht diagonalisierbar, da sonst A zu E, dhnlich sein, also gleich E,
sein miisste. = A = E; + N, wobei N = (¢ Z%), N2 =0.

= e = ef2eN = ((e) 2) (E; + N) = eA.

Fiir x € R hat Ax die Minimalzerlegung Ax = (xE;) + (xN), also

Ax e* 0 X
e = ot (E; +xN) =¢e*(E; +xN).

1.4.5 Satz Sind A, B € M (n x n,K) vertauschbar, d. h. AB = BA, so gilt: e**8 =
A B
edeB.

BEWEIS "
(A+B)" =) (",’)AJ'B’"‘J',
=0 \J
da AB = BA. Daher gilt fiir alle p € N:

2p m IS | ‘ I | P
> — (A B)" =) A > il R (1.45)
m=0 't k=0 ™* =0 **

Lkl
Ykreem 71 AF 5B
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wobei Ry = 3k ¢s0 %Ak + %Be. Die Anzahl der Summanden in dieser Dar-
max(k,8)>p '
k+¢<2p

stellung von R, betragt

2p )4
2 ) (@2p-k+1)=2)v=p(p+1).
k=p+1 v=1

Sei S ein Matrixelement im Term %Ak%Be, n die Anzahl der Summanden im
Produkt A*BY, i wie in Dann gilt

k ¢ max(k,e 2p
5] < o )" () mex(e0>p (npa)™

Koo p!

2\P — 00
Dann sind alle Koeffizienten von R, bereits < np (p +1) % =0 (vgl.
Konvergenz-Beweis fiir die Exponential-Reihe). = R, 2 0em (nxn,K).

Lassen wir in nun p — oo gehen, folgt die Behauptung. mi

1.4.6 Korollar e 4 = (eA)_1 firalle Ae M (n x n,K).

BEwEIS

eAe_AeA_A =¢¥ = E,. O

1.4.7 Satz  Fiir jedes A € M (n x n,KK) ist die Funktion R > x = e* elementweise
beliebig oft differenzierbar, und es gilt:

ieAx = Ae™ (xeR).
dx

BEweEls In der Notation des Beweises von [1.4.1|ist

oo (X . k

eAx — Z ) xm ,
m!
m=0 :

und hier konvergieren die Potenzreihen fiir alle x € R, diirfen also beliebig oft
termweise differenziert werden. Das liefert

d Ax - “j,k m—1 jk m Ax
—e = Z—mx = Z X =Ae™. 0O
dx

j-k=1,...,n j-k=1,...,n
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Kehren wir nun zuriick zur Betrachtung von Differentialgleichungen:

1.4.8 Satz  Vorgelegt sei die Differentialgleichung
y' = Ay (1.46)
auf dem Intervall I mit A€ M (n x n,K), y:I > K", K =R oder C. Dann gilt:

(a) Fiir jedes x¢ € I, yo € K" hat das Anfangswertproblem y (x¢) = yo fiir die
Differentialgleichung genau eine Losung und zwar

- eA(x—xo)

¥y (x) Yo (xel). (1.47)

Speziell gilt die Alternative: Entweder ist y = 0 (im Fall yo = 0), oder es ist
y(x) # 0 fiir alle x € I (im Fall yo # 0). Beachte: Auch im ersten Fall kénnen

gewisse Koordinatenfunktionen von y = ( A ) Nullstellen haben, aber es gibt

n

keine gemeinsame Nullstelle aller Koordinatenfunktionen.

(b) Fiir jedes xo € I ist K" 3 yo — y, wobei y Losung von (1.47) sei, ein Isomor-
phismus des K-Vektorraums K" auf den K-Vektorraum L der Losungen von
(1.46). Insbesondere hat L die Dimension n tiber K.

BEwEels  (a) Nachgilt: %e“‘("‘xo) = AeA¥%0) Alsoist y (x) = eAlx—%0) g,
fiir alle x € I Losung von (1.46), und zwar erfiillt diese Losung die Anfangs-
bedingung y (x9) = yo. Sei y irgendeine Losung von (1.46) mit y (x¢) = yo.
- di (e—A(x—xo)y) _ _Ae—A(x—xo)y+e—A(x—x0)y/ _ _Ae—A(x—xo)y+e—A(x—xo)Ay -0.
X
e~ Alx—x0) y ist also koordinatenweise konstant gleich dem Wert an der Stelle
x0, und der ist yy, also: y (x) = eAx™%0) 3,9 nach
Alternativ zeigt man yo=0= y=10. 0 £ 0= y(x) £ 0 fiiralle x € I, da
eAx=%0) ¢ GL,, (K).

(b) Die Abbildung K" 5 yo ~ y, wobei y Losung von (1.47) sei, ist nach [a)
injektiv mit Umkehrabbildung £ 5 y — y(x¢) € K". Das liefert die Be-
hauptung. m]

Ist die Jordansche Normalform von A bekannt, so kann man e2(*~%) sofort
hinschreiben und (1.46) bei beliebiger rechter Seite durch (1.47) losen.
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1.4.9 Beispiel =R, A=(} Z3), die Differentialgleichung y" = Ay, d. h.
Y1=5y1-4y
Y2 =413y
Oben haben wir schon e#* ausgerechnet, und wir finden: Fiir xg € R, yo € R? ist
y(x) e(x_x")(E2+(x—x0)N)y0 (N:=A-E)

die Losung des Anfangswertproblems, d. h.
y(x) = (yo + (x = x0) (Nyo)) €.
Probe: y (xo) = yo ist klar.

¥ (x) = (Nyo) €™ +(y=+ (x —x0) Nyo) e = (E; + N) y = Ay.

=Ny wegen N2=0 =y(x)

1.4.10 Beispiel Ist A € M (n x n,K) nilppotent, A = 0, so hat y’ = Ay, y (x0) =
yo die Losung

u-1

y (x) =A%) 0 = (Z MAV) Yo.

|
v:o V .

S (x—x0)""

Probe: y' = (Z Av) yo = Ay. Hier erhalten wir also reine Polynom-

v=1 (v - 1)!

funktionen als Losungen.

1.4.11 Satz (Basis des Losungsraums) Wir wollen eine Basis des Losungeraums L
der Differentialgleichung y' = Ay bestimmen, ohne die Jordan-Form von A auszu-
rechnen. Sei A € M (n x n,K), pa := det (A — XE,) zerfalle iiber K in Linearfak-
toren (automatisch fiir K = C), Ay, ..., Ay seien die verschiedenen Eigenwerte von
A. Dann ist

k :
j=1
k :
ma=[](X- /\j)yj = Minimalpolynom von A.
j=1
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Setzen wir Uj := ker (A - /\jEn)Hj fiir j = 1,...,k, so ist nach dem Satz von der
Minimalzerlegung (Jordan-Form) dim U; = m; fiir j=1,..., k und K" = 69;?:1 Uj.
Fiir j=1,..., k ist Uj A-invariant, und (A - AjE,,) |Uj ist nilpotent vom Index y;.
Fiir jedes c € U ist daher

eA(x—xo)C — e(A—/len)(x—xg) eAj(x—xo)E,, c

——
:e"j (xfxO)En

_ e)tj(x—x=)e(A—/len)(x—xo)C

i(x—x o (X —X )v
T

Wenn die Anfangswerte eine Basis von K durchlaufen, durchliuft das entsprechende

y eine Basis von L nach
Ergebnis: Durchlduft c eine Basis Bj von Uj, so durchlduft

i (x - xO)v v Ai(x—x0) .
ye(x):= ZT(A—)L]E”) cletV (cij,]=1,...,k)
v=0 :

eine Basis von L. Die effektive Bestimmung der c erfordert die Bestimmung einer
Basis von Losungen fiir ein homogenes lineares Gleichungssystem. Diese Basis von
L ist also durch die Anfangsbedingung y. (x¢) = ¢ eindeutig festgelegt. Dieses Ver-
fahren klappt immer im Falle K = C, und im Falle K = R sicher dann, wenn p4
iiber R zerfillt. Im Falle A € M (n x n, R) kann man auch nach obigem Muster ver-
fahren, wenn man iiber C zerlegt und eventuell komplexwertige Losungen zuldsst.
Wenn man reellwertige Losungen haben mdochte, geht man wie folgt vor:

Wir setzen nun voraus: Sei A€ M (n x n,R), K =R,

k
pa=(-D"TT(x=1;)",
j=1
k
ma=[](X-A;)"
j=1

mit A, ..o € R Apyps s A € G, wobei k —r =25, ImA,yq,...,ImA4s > 0,
Aristy = Apy fiilr v =1,...,s, also Im Apygi1, ..., ImApyps < 0. Fiir j=1,...,rist
immer noch dimp ker (A - /\jEn)”’ = mj, und setzen wir B; als Basis von kergn (A - )LjEn)H’
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fiir j=1,...,r, so sind die zugehérigen y. (c € Bj, j =1,...,r) reell und natiirlich
linear unabhdngig. Fiir j = r+1,...,r+s sei B; eine Basis von kercr (A - /len)”j,
wobei wir (A - /\jEn)Hj als Endomorphismus von C" auffassen, ¢ € Bj und y. wie
oben. Dann sind die Funktionen Re y.:1 - R" und Im y.: I — R" reellwertig und

d d

- (Reye (x)) =Re (- ye () = Re (47 (1)) = A (Re . (x)

und ebenso mit Im y..

Behauptung: Die Funktionen y. (x) (c € Bj, j=1,...,r) zusammen mit den Funk-
tionen Re y. (x), Im y. (x) (c € Bj, j=r+1,...,r+s) bilden eine Basis von L iiber
R.

BEweis Es ist nur zu zeigen, dass die obigen r + 2s = n Funktionen linear un-
abhingig sind tiber R. Ist nun ¢ € kergr (A - )LjE,,)#j firr+1<j<r+s,s0
ist

¢ € kergn (A - A_jEn)#j = kergn (A - )Lj+sEn)‘uj

(beachte: uj = pjis!), und Bjys = {E: ce Bj} fir j=r,...,r + s ist eine Basis von
Ujys. Fiir die obigen y, gilt bei dieser Basiswahl: y; = y, wobei y. zu Aj, yzzu A jy
gehort. Sei Bj = {cj sv=1..., mj} firj=1,...,r,r+1,...,r+s. Angenommen,
mit «;,, oc , € Rist

r mj r+s Mj r+s Mj
ZZ“JV)/CJV+ Z Za]vReyC]v+ Z Za]VImyC]v_
j=lv=1 j=r+lv=1 j=r+lv=1

Dann liefert Re y, = 5 (yc +yz)und Im y, = 7 (ye = ye):

r Mmj r+s m] r+s m]l
DD YD IE] CLELM PRI I 9-Y AN/ P
j=lv=1 ]r+1v1 ]r+1v1

Die hier auftretenden y,, , etc. sind nach dem schon Bewiesenen linear unabhéingig

tiber C, also aj, = 0 fir j = 1,...,r,v = 1,...,mj und «aj vpmzoc]v 0 fur
j=Er+l . rts,v=1,...,m;j. Also sind alle ajy =0 und alle oc = 0. Das liefert
die Behauptung. m]
1 1 5 1
- -1 -1 -1 2 2
1.4.12 Beispiel A = s 1 1 1l =pa= (X-4)"(X+4) und my =
-1 3 -1 -1
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(X —4)% (X +4) zerfallen iiber R, so dass die obige Konstruktion unnétig ist. A, =
4,y =—4, m=my=2, 4 =py=2, Uy =ker (A- 4E4)2. Wir berechnen

32 0 -32 0
0 32 0 -32
=32 0 32 0
0 -32 0 32

(A-4E4)* =

hat den Rang 2, also dim U; =2 = m;.

5 1 5 1
-1 3 -1 3
U, =ker (A + 4E4) = ker s 1 5 1
-1 3 -1 3

Die Matrix hat den Rang 2, also dim U, = 2 = m,. Die Basis B; von Uj sieht wie
folgt aus:

-
—
S
— O = O

wobei ¢; Eigenvektor von A zum Eigenwert 4 ist:

-3 1 5 1 1
-1 -5 -1 3 -1
(A - 4E4) 1,1 = 5 1 -3 1 1 =0.
-1 3 -1 -5/\-1
Weiter gilt
-3 1 5 1 0 2
-1 -5 -1 3 1 -2
(A - 4E4) €12 = 5 1 -3 1 0 = b = 261,1.
-1 3 -1 -5/\1 -2

Die zugehorigen Losungen lauten:

- e4(x—xo)

Ve (x)
Ve, (x) = 4 (x=x0) (Ea+ (x—x0) (A-4E4)) c1p = ¢ x=%0) (c2+2(x—x0)c11)-

C1,1
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Die Basis B, von U, sieht so aus:

1 0
1
By=qea=|_ | 22=1,
0 -1
Die zugehorigen Losungen:
Y21 (x) = 62,16_4(x_x°),
—4(x—x9)

Y22 (x) = c208
Insgesamt ist y,,, (4, v = 1,2) eine Basis des Losungsraums von y’ = Ay.
Bisher haben wir nur die homogene Gleichung y’ = Ay betrachtet; nun wenden
wir uns der inhomogenen Gleichung y’ = Ay + f zu:
1.4.13 Satz Es seien A € M (nxn,K), I c R ein Intervall und f:1 — K" stetig,
xo € I und yo € K". Dann hat die Differentialgleichung
Y =Ay+f (1.48)
genau eine stetig differenzierbare Losung y: 1 — K" mit

¥ (x0) = o, (1.49)

ndmlich x
5 (x) :eA(x—xo)yOJr / eA(x—t)f(t) dt. (1.50)

0
BEwEIs Sei y eine Losung von mit [49), z (x) := e"A(~*0)y (x). Dann
ist
2 () = —AACT (1) 1+ A () = A (1),

=z(x)=yo+ [x e A0 £(1) dp.

X0

%ﬂy (x) = eA(x_x")yo + /x eA(x_t)f (t) dt,

X0
d.h. yist durch gegeben. - Umgekehrt: Die Probe bestitigt: ist Losung
von (1.48)) mit (1.49). |

Ein schones Beispiel ist der freie Fall im Vakuum in der Néhe der Erdoberflédche
unter Beriicksichtigung der Erdrotation, zu finden in Gantmacher{(1965), S. 111 ff.
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1.5 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

1.5.1 Definition (Differentialgleichung n-ter Ordnung) Sind «ag,...,a,-; € K,
I c Rein Intervall, y: I - K, g: 1 — [, so heif3t

Y 2o,y 4wy +agy=g (1.51)

eine inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten. Ist g = 0, also

y(”) + ocn_ly("_l) +...+ay +agy=0, (1.52)
so heifit die Differentialgleichung homogen.

1.5.2 Folgerung  (a) DieMenge V := {y:] - [K: y n-mal differenzierbar mit (152) }
ist ein [K-Vektorraum; alle y € V sind beliebig oft differenzierbar.

(b) Ist (1.51) losbar, so ist die Menge der Losungen von (1.51) eine Restklasse
modulo V, d. h. sind yj, y, zwei Lésungen von (L51), so ist y; — y, € V, und
ist y; eine Losung von (151, soist { y1 + y: y € V' } die Menge aller Lsungen
von ([1.51).

Welche Dimension hat V'? Diese Frage ldsst sich am einfachsten mit Hilfe eines
passenden linearen Differentialgleichungs-Systems beantworten.

1.5.3 Konstruktion Homogene lineare Differentialgleichungen 7-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten und zugeordnete homogene Systeme linearer Differen-
tialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Sei y:I - K eine n-mal differenzierbare Losung von (1.52). Wir setzen

Z1
z=]:]:1->K", zk::y(k_l) (k=1,...,n)
Zn
Dann liefert (L52): 2] = z2,...,2},_, = zy-1 und zj, = —apz; — ... — Ap_1Zy, oder
anders geschrieben

0 1 0 0
0 1 - 0
7 =Az mit A=| : : : (1.53)
0 0 .. 0 1
—Qp —ap —ap —Qn-1
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Ersichtlich ist die Abbildung y ~ z, wobei y Losung von (.52) und z Lésung von
sei, linear und injektiv. Umgekehrt: Ist z: I — K" eine Lésung von (1.53), so
ist y := z;: I - K eine n-mal differenzierbare Lésung von (L52). Die Abbildung

V> L:= {z: I - K" differenzierbar:z’ = Az} , o(y):=z

ist offenbar ein Vektorraum-Isomorphismus. Aber wir wissen: dimk £ = #n nach
1.4.8]b). |

15.4Satz  (a) Der K-Vektorraum V der Losungen der homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung (1.52) mit konstanten Koeffizienten hat die Dimension n:
dimK V=n

(b) Sind xo € I, y0, ¥15-..> ¥n1 € R beliebig vorgegeben, so gibt es genau eine
Losung y:1 - R von mit y (x0) = x0, ¥ (%0) = y1oe.rr YD (x0) =
Yn-1-

Bewess  (a) dimy V22 dimy 252D ;.

(b) Zuzg:= ( G

) € [K" existiert nach|1.4.8a) genau ein z € £ mit z (xo) = zo.

Yn-1
Dann leistet y := ¢! (z) = z; das Verlangte und ist wegen V ~ £ nach1.4.
eindeutig bestimmt. O

1.5.5 Satz (Basissatz) Vorgelegt sei die Differentialgleichung iiber K, y:1 —
K (man kann I = R wdhlen), und das sog. charakteristische Polynom von (1.52)
p(X)=X"+ g X" X+ ag zerfalle iiber K in Linearfaktoren:

k
p(X)=TT(x-2;)",
=1
(M, ..., Ak € K verschieden, my, ..., my € N, my + ... + my = n). Dann bilden fiir

jedes xq € I die Funktionen
Yiw (x) = (x—xo)eVAf(x_xO) (j=1,...,k, v=0,...,mj—1) (1.54)

ein Hauptsystem des Losungsraums V von (L52). Insbesondere ist damit fiir K = C
eine Basis des Losungsraums von (1.52)) bekannt.
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BeEwEls Wir betrachten den Isomorphismus

y
¢:V = L= {z] > K"z = Az}, yrz=
(1)
aus[1.5.3| mit
0 1 0 0
0 0 1 0
A= :
0 0 0 1
-y —0 —A&y ... —OQu_1

Mit Argumenten der Linearen Algebra sieht man nun leicht, dass
pa(X)=(-)" (X" +apa X"+ .+ X +ag) = (-1)" p(X);

daher der Name charakteristisches Polynom fiir p. Nach Voraussetzung zerfillt p 4,
und wir kénnen die Basiskonstruktion aus|1.4.11|fiir die Differentialgleichung 2’ =
Az anwenden. Dazu brauchen wir das Minimalpolynom m,4 von A: Wiederum
mit Methoden der Linearen Algebra finden wir: ps = (=1)" m fiir obiges A, also
mya = p. Wir wollen aber diese Information gar nicht benutzen, da sie sich bei
unseren Argumenten automatisch ergibt. p4 zerfillt, also auch m 4, etwa

k

ma (X) =[T(X-1;)".

j=1
[1.4.11]besagt: £ hat eine Basis von Funktionen des Typs

v=0

wi=le. v
o= (£ 5 a i,

wobei ¢ € B ; eine Basis von Uj durchlduft fiir j = 1,..., k. Die Elemente von
V sind beliebige Linearkombinationen der ersten Koordinatenfunktionen solcher
z.. Also ist jedes y € V eine Linearkombination des Typs

k #i-1

Y= Z Z AjvYjv (1.55)

j=1 vo
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mit den yj, aus (1.54). Wir setzen q = Z;‘zl #j < nund

1,0
X1u-1
2,0
. k #i-1
W:=sa= ' €KLY N ajyjpeV
%2,u2-1 j=1 v=0
Xk,0
\“k)#k—l)

Dann ist W c K4 ein Untervektorraum, und

k #j1
pW=V, ae ) duy

j=1 v=0
ist eine surjektive lineare Abbildung, denn jedes y € V hat ja eine Darstellung
(.55). Wegen dimy V = n ist dimx w (W) > n, denn dimyk V + dimy kery =
dimy W. Aus W c K9 folgt g > dim W > dim y (W) > n, also g > n. Wegen y; <
m; istaber ohnehin g = Z§=1 uj < Zj-‘:l mj = n,d.h.q= n,uj= mjﬁirj =1...,k,
pa = (-1)"my, dimW = q = n, also W = K". Nun ist y: K" — V surjektiv,
dimK"” = dim V = n, also ist y ein Isomorphismus, der eine beliebige Basis von
K™ in eine Basis von V Uberfithrt. Wahlt man in K" die Standardbasis ey, .. ., e,,
sosind v (e;),...,y (e,) geradedie yj, fir j=1,...,kundv=0,...,m; -1 O

1.5.6 Satz (Basissatz, reelle Version) Gegeben sei die Differentialgleichung
mit Koeffizienten ay, . .., an_1 € R, und das charakteristische Polynom

P(X)=X"+ a1 X" 4.+ X +ageR[X]

von habe iiber C die Zerlegung

k

p(X)=TT(x-2;)"™

j=

mit verschiedenen Ay, ..., A € C, wobei Ay, ..., A, € R Aj = aj +ifjund Ajys =
aj—ifjmita; € R, ;>0 fiir j=r+1,...,r+s. Dann hat der Losungsraum Vg
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von (L52)) iiber R fiir jedes xo € I das Hauptsystem

(x = xg)" ehilx—*0) (j=1,...,r,v=0,...,mj—l)
(x — xp)" e%i(¥x0) cos 3 (x — xo)
(x = x)" e®ix=¥0) sin B (x — xp) (j=r+L...,r+s, v=0,...,mj-1)
(1.56)

Bewers Nach sind die Funktionen (1.56) wegen e***# = ¢* (cos 8 + i sin 8)
eine Basis von V¢ tiber C. Sei y € Vg. Dann ist y eine Linearkombination der
Funktionen mit Koeffizienten aus C. Ubergang zum Realteil: y ist Linear-
kombination der Funktionen mit reellen Koeflizienten. = ist ein Er-
zeugendensystem von Vg und hat genau n = dimg Vg Elemente. Also ist
eine Basis von V. O

1.5.7 Beispiel Die Differentialgleichung y” + 'y = 0 haben wir schon info.2.6|(im
Fall @ = w? > 0) und in Aufgabe 5 (fiir den Fall a = -1? < 0) betrachtet. Jetzt geht
das so: Das charakteristische Polynom p (X) = X?+« zerfillt iber R genau dann,
wenn « < 0.

(i) @ =-1%<0.Dannistp (X) = (X - 1) (X + A). Dann liefert[r.5.5mit K = R:
Es gibt ein Hauptsystem, und zwar e**, e™** (oder cosh Ax, sinh Ax).

(ii) «=0= p(X) = X2 In diesem Fall liefertmit K = R das Hauptsystem
1 x

(iii) @« = w? >0 = p(X) = (X -iw) (X +iw) Jetzt liefertfiir K = R das
Hauptsystem iiber R: cos wx, sin wx. Alternativ liefert fir K = C das
Hauptsystem iiber C: e’“*, e7'“*.

1.5.8 Beispiel (Homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung) (mit kon-
stanten Koeflizienten tiber R): y” + 2ay’ + by = 0 (a, b € R). Charakteristisches
Polynom:

p(X)=X*+2aX+b=(X+a)’+b-a’

3 Fille konnen auftreten:

i) a?-b*>0= p(X)=(X=-L)(X=X) mit Ay = —a+Va2-b, A, =

—a -V a? — b € R, Hauptsystem: eMx ghax
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/\1 /hx

(i) a>-b=0= p(X)=(X+a)’ A = -a, m =2, Hauptsystem: eM*, xe

(i) a*-b<0=p(X)=(X-N)(X=-2A) mith =-a+ivb-a?Iml >0,
Ay = Ay, im Sinne von setze man a; := —a, f8; := V' b — a?, Hauptsystem:
e™* cos fix, e™” sin B1x. Man kann hier auch iiberall x — x; an Stelle von x
schreiben, wenn das bequemer ist.

1.5.9 Beispiel (Gedampfte Schwingung) Wir befinden uns in der Situation von
(siehe Abb. [L.10)): Riicktreibende Federkraft Krgx = —Dx, mit der Feder-
konstante D > 0, Reibungskraft: Kgej, = —2Rx (fiir geringe Geschwindigkeiten ist
diese also proportional zur Geschwindigkeit), R > 0; Masse: mX¥ = —Dx — 2Rx,
also:

. 2R

X+—x+—x=0.

m m

liefert die Hauptsysteme a = %, b=

(i) a? > b (d.h. die Reibung ist grof$ im Verhiltnis zur riicktreibenden Kraft:
R%* > mD):

3o

A1=—a+va2—b=l(—R+\/R2—mD)<0,

m
/12=%(—R—\/R2—mD)<O

Hauptsystem eM(t=%0) ¢A2(t=t) " Anfangsbedingung x (o) = xo, %o (o) =

Vo
X (t) — (Xe/h(t_to) +ﬁe/12(t—t0),

e = = ; — Yo—Axo 3 _ vo—AiXo
wobei xo = & + f,vo = hia + A . Also ist o = <=4, f = S5,

=x(t)= V‘)_—meh(t—to) Yo~ A1xo 2 (t=t0)
A=Ay M=

ist die Losung der Differentialgleichung mit x (o) = xo, X (to) = vo.

In unserem Beispiel sind R > 0, —@ < 0, d.h. der Massenpunkt

bewegt sich exponentiell in die Ruheposition zuriick: Situation bei gut ein-
gestellten Schwingtiiren oder bei einer Schwingung in zéhem Medium.
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(i) a>=b,d h.R?=mD.= A, = —%, my = 2, Hauptsystem: eM(t=t0) (f— 1) e(t=t0),

(iii)

Anfangsbedingung: x (o) = xo, X (o) = vo:

x (1) = aeM(10) 4 B(t-to) ehlt=to)

X0 =, vo = A + f,also a = x¢, f =vo — A — Lxp,

x(t) = xpeM(t7t0) 4 (vo — Aixo) (t — to) eM(t=to),

In jedem Fall kehrt der Massenpunkt asymptotisch in die Ausgangslage zuriick,
ohne zu schwingen. Allerdings kann es - je nach Wahl von x, und v - vor-
kommen, dass die Riickkehr in die Ausgangslage ,einseitig® stattfindet, oder
dass der Massenpunkt zunéchst iiber 0 hinaus zuriickschnellt und dann in
die Ausgangslage zurtickkriecht.

a’> < b, d.h. R> < mD (Reibung klein im Verhiltnis zur riicktreibenden

Kraft). Dann ist eine echte geddmpfte Schwingung zu erwarten, da sich im
Grenzfall R = 0 bekanntlich eine ungeddmpfte Schwingung einstellt:

R
AM=-a+iVb-a? o =-—,
1
=(X1+i/31 ﬁIZ—VmD—R2>0,
m

Hauptsystem:

e (=10 cos By (£ = 1) e (710) sin By (¢ — 1) .

Anfangsbedingung: x (to) = xo, x (fo) = vo,

x () = ae®1 (71 cos By (1 - to) + Be®1 (1) sin B (£ - t0)

X0 =, vo = aay + f1, also

R

o x /3 Vo — &1X0 Vo + ;X0
= X0> = = 5
B %\/mD—R2
und damit
“R (1) vmD — R? mvo + Rxo _R(p_yy vmD — R2
x(t) =xpe m """ cos —— (t — tg )+ ——=e m " " sin ————
m vmD — R2 m
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0 4

X

Abbildung 1.10: Geddmpfte Schwingung einer Feder aus

Exponentiell gedimpfte Schwingung; R = 0: % =0’ w>0:
Yo .
x=xpcosw (t—ty) + —sinw (t - ty)
w
ist die Losung aus[0.2.6] Man kann auch hier die maximale Amplitude und

die Phasenverschiebung berechnen wie in und fiir x eine Darstellung
des Typs

x(t) = Ae~n (710) cog (w(t-to) —9)
herleiten.

Nun betrachten wir inhomogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten:

1.5.10 Satz  Vorgelegt sei die inhomogene lineare Differentialgleichung (iiber K) (1.51).
mit stetigem g: I — K. Dann existiert zu beliebig vorgegebenen xo € I, yg, ..., Yn-1 €

K genau eine Losung y: 1 - K (n-mal stetig differenzierbar) von mit

¥ (x0) = 0, ... ,y(”_l) (x0) = Yn-1. (1.57)
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BEWEIs Sei y eine n-mal differenzierbare Losung von (1.51). Wir setzen

y/
z] - K", z:= )/ ,
D)
und haben:
y y
Z = ,,_ = n_ =Az +
(1D (1) f
y(”) —apy —...— ocn_ly("_l) +g
mit
0 1 0
0 0 1 e 0 O
A=| : : N S f= ol = K" stetig
0 0 0 1
—Xp —0 —K ... —0u g

Umgekehrt: Ist z: I - K" differenzierbar mit z’ = Az + f, so ist y := zj eine n-mal
differenzierbare Lésung von (L51). Nun hat nach die Differentialgleichung
z' = Az + f fiir jedes x € I, zg € K" genau eine Lésung z mit z (xo) = zo, ndmlich

z(x) = A0 70 4 / A £(1) dt.
X0
Wihlen wir zo := (¥0, ..., ¥n-1) > A und f wie oben, so folgt die Behauptung, und
wir haben die Losung sogar explizit angegeben. O

Effektive Bestimmung der Losungen: Gegeben seien die inhomogenen Diffe-
rentialgleichungen (alles iiber K) mit g: I — K stetig und die zugehérige ho-
mogene Differentialgleichung (1.52). Sei u1, ..., u, eine Basis des Lsungsraums
V von (1.52). Dann brauchen wir nach|1.5.2Jb)) nur eine sog. partikuldre Losung ug
von (1.51), und erhalten in der Gestalt

U=t +Mup+...+Auy, (A, - Ap e K)
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alle Losungen von iiber K. Da das Anfangswertproblem fiir fiir jeden
Anfangswert nach[r.5.10|eindeutig 1osbar ist, ist damit bei bekannten Funk-
tionen ug, uy, . . ., U, die Losung des Anfangswertproblems auf die Losung eines
linearen Gleichungssystems reduziert. Eine Basis uy, ..., u, ist bekannt aus m
und [1.5.6] Bleibt das Problem: Wie findet man ein uy? Die Antwort findet sich in

Vorab ein

1.5.11 Lemma Ist u,...,u,:I — K eine Basis des Losungsraums V von (1.52)
tiber K, so gilt fiir alle x € I:

u} (x) ... ty (x)
W(x)=[ " fx) o Hn fx) =W (x0) e ) Lo (xel)
ul("_l) (x) ... u,(,"_l) (x)

W (x) nennt man die Wronskische Determinante, benannt nach Graf Hoéné Wron-
ski, 1778-1853.

BeEweis W ist differenzierbar, und nach der Leibniz-Formel fiir die Determinan-
te

det M = Z HMi,a(i) sgno

o€S, i=1
gilt:
7 ’
u, U, Uy Uy u Un
/ / " ” : :
u e u u ce u :
/ 1 n 1 n
Wix)=| . : : R ) (n-2)
: : : : 1 . n
(n-1) (n-n| | (n-1) (n-1) n "
A ee. Uy A cee Uy ”1() u,(1)
alle gleich 0!
u e Up
u; e uy,
(n-1) (n-1)
—oc,,_lul —...— QU ... —QAuqUy — ...~ Uy
= —ocn_1W.

= W (x) = W (x0) e* 170 fiir alle x € I. Da das Anfangswertproblem der
Differentialgleichung mit den Anfangsbedingungen y (x9) = yo, ¥’ (x0) =
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Vi s YD (x0) = yuy fiir beliebiges (yo, . .., yn_1)' € K" losbar ist, sind die
Vektoren

u1 (xo) un (xo)
uy (xo0) up (xo0)
”fn_l) (x0) u’(1n—1) (x0)

linear unabhingig, also ist W (xo) # 0. Das gilt fir beliebiges x¢ € I. Da wir nur
W (x) # 0 fiir alle x brauchen, ist fiir den engeren Zweck der folgenden effekti-
ven Losungsbestimmung die genaue Bestimmung der Determinante W (x) hier
eigentlich nicht notig, kommt aber von selbst mit heraus. O

1.5.12 Konstruktion (Effektive Bestimmung einer partikuldren Losung) Gegeben
seien Konstanten ay, . .., a1 € K, g: I > K stetig, p (X) :== X" + A X" 1+
a9, D = -L; dann ist die inhomogene Differentialgleichung dquivalent zu
p (D) y = g, die zugehorige homogene Differentialgleichung zup (D) y=0.
Sei uy, ..., uy, ein Hauptsystem von (.52). Zur Bestimmung einer partikuldren
Lésung u von machen wir den Ansatz

n
u= ZC]'MJ'
=

mit differenzierbaren Funktionen ¢ il =K fir j=1,...,n (Methode der Variati-
on der Konstanten). Dann gilt:

w=211]] fallszjlju]_o
//

n —1 Gleichungen " i= 1C] J falls Z:J =1 J J =0,
u(n=1) = 1 ‘u](-n_l), falls 37, ; ](n 2o,

und es folgt weiter:
u(")=ch +Zc' (nD),
j=1

also nach Multiplikation mit g, . .., &, und Summation

n
D)u—Zch(D uJ+Zc' (n=1),

] =1 N —
=0!
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d.h.p(D)u =g, falls Z}“zl C}uﬁn_l) =g

Ergebnis: Sind die differenzierbaren Funktionen ¢y, . .., c,: I = K so gewdhlt, dass
n ,
Z;c}u](.l Do (i=1,...,n), (1.58)
Jj=

soistu = ¥7, cju; eine partikuldre Losung der Differentialgleichung (1.51). Wir
zeigen weiter: (1.58)) ist losbar! Wir fassen (1.58)) auf als lineares Gleichungssystem
fiir ¢f,. .., cj, (und zwar fiir jedes feste x € I): Nach[1.5.11]ist die Determinante

u} (x) u;1 (x)
W (x) = “1 (x) e (x) = W (xp) e®1(x=%0) 4 o (xel).
ul("_l) (x) ... u,(f_l) (x)

Dann liefert die Cramersche Regel: Es gibt eindeutig bestimmte stetige Funktio-
nen c;,...,cp:I = KK, so dass (1.58) gilt. Zu diesen (stetigen!) cj, ..., ¢), wihlen
wir Stammfunktionen ¢y, ..., ¢,;: I — K und bilden u := Z;’zl cjuj. Dannist u eine
partikuldre Lésung von (L51). i

Bemerkung Eine Abanderungvon ¢y, ..., ¢, um irgendwelche Konstanten muss
nach dieser Uberlegung erlaubt sein und ist es offenbar auch, denn sie bedeutet
eine Abanderung von u um eine Losung des homogenen Systems.

Ergebnis: Sind «, ..., a,-1 € K und g: T - K stetig, uy, ..., u, eine Basis des
Losungsraums der Differentialgleichung (1.52)), so gibt es eine partikuldre Losung
u der inhomogenen Differentialgleichung von der Form u = ¥%.; cju; mit
einfach stetig differenzierbaren Funktionen c, ..., ¢,:I = K. Ein solches System
von Funktionen ¢y, . .., ¢, erhélt man durch Auflgsen des linearen Gleichungssys-
tems nachcj, ..., c; und anschlieBende Wahl von Stammfunktionenc;, ..., ¢,

ZUCl,. .., Chy

1.5.13 Beispiel (Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung) Man vgl. hier-

zu auch[r.5.8
y'+ay +by=g(t),

g1 - R, a,b € R. Wir betrachten z. B. den Fall a®?—b > 0 und haben nachs
Hauptsystem u; = eMf, uy = e mit \; = —a + Va2 —bund Ay = —a — Va2 - b.
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Wir setzen wir oben unsere partikuldre Losung an in der Form ug = cjuy + cauz
mit ¢;, ¢: I — R und haben als Gleichungssystem (1.58):

c{eht + c;e’lzt =0,
)tlc{eht + )ch;e’lzt =g(t),

und das wird geldst von

/ 1 —Alt
— t R
e e ()
/ 1 At
= t
C2 Al_Aze g()

Zu diesen cj, ¢; bestimme man (irgendwelche!) Stammfunktionen ¢y, c;: 1 - R.
Diese existieren, da g stetig ist. Dann ist ug = c;u; + c,u; eine partikuldre Losung
der inhomogenen Differentialgleichung, und in der Gestalt

u=(c+a)u+(c2+a)u (a1, az € R)

erhalten wir alle Losungen der inhomogenen Differentialgleichung.
D Das Beispiel klappt unveriandert iiber C; so lange 1; # A5, d. h. a # b gilt.

Manchmal kann man viel einfacher eine spezielle Losung finden, wenn die Funk-
tion g auf der rechten Seite der inhomogenen Differentialgleichung von speziel-
lem Typ ist. Folgender Satz gibt ein Beispiel:

1.5.14 Satz Es seien a, . .., a1 € K, und gegeben sei die Differentialgleichung
Y pa, 1y 4wy = g(x) e (x eR) (1.59)

mit einem Polynom g € K [X] vom Grad m, A € K. Ferner sei A Nullstelle der
Vielfachheit k > 0 des charakteristischen Polynoms

p(X)=X"+ a1 X"+ ..+ ag.

(Dabei heifst k = 0: p (1) # 0.) Dann hat eine spezielle Losung u der Form
u (x) x*¢ (x) e** mit ¢ € K [X], mit grad ¢ < grad g.

Bewels per Induktion nach m := grad g. Wir zerlegen p (X) = q (X) (X - Nk,
mit g € K[X], q (1) £0.
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a

m=0: Mitg(x)=aleistet ¢ (x) := rigoy das Verlangte, denn mit D := % gilt:

P (D)3 (x) ¢ =g (D) (D - 1) ot
=q(D) DM = gt = g (x) ™.

m—1e m:
p (D) (xm+kelx) =q (D) (D _ A)kxm+kelx
= (m+k)(m+k-1)-...-(m+1)q (D) x™e!*
=h(x)eM
mit geeignetem /1 € K [ X] vom Grad m. Seinun grad g = m, h wie oben und
die Behauptung richtig fiir einen Polynomgrad < m — 1. Dann existiert ein
a € K, so dass fiir g := g—ah gilt: grad g; < m —1. Die Induktionsvorausset-

zung liefert jetzt die Existenz eines ¢; € K [ X] mit grad ¢; < grad gs < m -1
und

p (D) x*1(x) & = g1 (x) .
Fir ¢ == ¢; + ax™ gilt nun:

p(D)x*g (x) & = p (D) x g1 (x) & + ap (D) x"*Fel
= (g1 (x) + ah (x)) € = g (x) .
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2 Existenz-, Eindeutigkeitssatz und
Abhangigkeitssatze fir Systeme
von Differentialgleichungen erster
Ordnung

Contents

2.1 Der Satz von Arzela-Ascoli und der Existenzsatz von Peano| 77

[2.2  Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Lindelof| 85

[2.3  Systeme linearer Differentialgleichungen|. . . . . .. .. .. 97
[2.4 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung . . . . . .. 106
[2.5  Stetige und differenzierbare Abhingigkeit der Losungen|. . 115

[2.6 Trennungs-, Vergleichs-, Oszillations- und Amplitudensatz] 120

Vorbemerkung: Wir werden im folgenden Differentialgleichungen des Typs

¥y =f(xy) (2.1)

betrachten, wobei f:G — R", G ¢ R™*'; gesucht sind Losungen y:I — R” mit
Graph y c G, so dass (22.1) gilt. In der Regel interessiert man sich fiir Lsungen y,
die der Anfangsbedingung y (xo) = yo gentigen.

Viele Differentialgleichungen haben a priori nicht die Gestalt (2.1), lassen sich aber
auf die Form bringen;

2.0.15 Beispiel Vorgelegt sei die Differentialgleichung
y(”) =F (x,y,y’, . ,y("_l)) (2.2)

mit F:G - R, G ¢ R"*! offen; gesucht ist eine n-mal differenzierbare Funktion
y:I - Rmit (x,y(x),...,y"™V (x)) € G fiir alle x € I, so dass gilt. Jeder
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solchen Losung ordnen wir den Vektor

Y
Z:= )jl I > R"
(D)
zu und haben: z ist differenzierbar mit
y/ y/
, y//
z = = () =f(x,2) (2:3)

y(") F (x,y, .. .,y("‘l))
mit geeignetem f: G — R"; wobei G der Definitionsbereich von F ist. Das ist eine

Differentialgleichung vom Typ fiir z. - Ist umgekehrt z: I > R” eine differen-
zierbare Losung von (2.3)), d. h. von

22
_ 5 _ T
zZ = . , (z-(zl,...,zn) ),
F(x,z1,...,2n)
so gilt fiir y := z;: y ist n-mal differenzierbar mit y(*) = Zi=zigfuri=1,...,n-1
und " = 2/ = F(x,21,...,2,) = F (%, 9,... ,y("_l)). Auch die Anfangsbe-
dingungen iibertragen sich problemlos von y auf z und umgekehrt: Gentigt y der
Differentialgleichung und der Anfangsbedingung y (x0) = y0, ¥’ (x0) = 1
ooy Y0 (x0) = yu_1, SO geniigt
y

/

z:= y :I->R"
(D)
der Anfangsbedingung z (x0) = (¥0> ¥1,-..> ¥n_1)' = zo. Umgekehrt: Geniigt z

der Differentialgleichung und der Anfangsbedingung z (x¢) = zo € R", so
geniigt y := z; der Differentialgleichung und der Anfangsbedingung

)’(xo) Yo
yix) 1 | n

Y (x0) V-1
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Also: Die Zuordnung y ~ z liefert unter Mitnahme der Anfangsbedingung eine
Bijektion zwischen den Lésungen von und (2.3). Da formal noch et-
was allgemeiner aussieht als (2.3)), werden wir im folgenden wesentlich mit
arbeiten. Daher sind und im Sinne dieser Korrespondenz dquivalent.
- Diese Korrespondenz lasst sich noch verallgemeinern, indem man System von
Differentialgleichungen des Typs

n;j n1—1 nm—1 .
yj(. ’)zfj(x,yl,...,yl(l ),...,ym,...,yfn )) (j=1...,m) (2.4)
auf die Gestalt bringt. Wir werden uns also auf Systeme des Typs be-

schranken und fiir diese Existenz- und Eindeutigkeitssidtze und Sétze iiber die
stetige Abhédngigkeit der Losungen von den Anfangswerten herleiten.

2.1 Der Satz von Arzela-Ascoli und der Existenzsatz
von Peano

benannt nach den italienischen Mathematikern Cesare Arzela (1547-1912), Giolio
Ascoli (1843-1896) und Guiseppe Peano (1858-1932).

Die Differentialgleichung hat unter der bloflen Annahme der Stetigkeit von
f bereits eine Losung mit beliebig vorgegebenem Anfangswert, aber die Losung
muss nicht eindeutig sein.

Zur Vorbereitung des Satzes von Peano einige Tatsachen iiber Funktionenfolgen:

2.1.1 Definition (Gleichgradige Stetigkeit) Sei D c R" (oder in einem anderen
metrischen Raum) und M eine Menge von Funktionen f: D — R™ (oder einen
anderen metrischen Raum).

(a) M heif3t gleichgradig stetigin a € D, wenn zu jedem € > 0 ein §, > 0 existiert,
sodass || f (x) — f (a)||, < & fiir alle x € D mit |x — al| < §, und alle f € M.

(b) M heifit gleichgradig stetig auf D, wenn M in jedem a € D gleichgradig stetig
ist.

(c) M heif3t gleichstetig (oder auch gleichméflig gleichgradig stetig), wenn zu
jedem & > 0 ein & > 0 existiert, so dass || f (x) — f (y)||, < efirallex,y e D
mit |x — y|| < d und alle f € M.

Vorsicht: In der englischsprachigen Literatur sind diese Begriffe nicht ganz
einheitlich: z. B. verwendet Stromberg den Begrift ,equicontinuous” im Sin-
ne von b).
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(d) M heifdt punktweise beschrinkt, wenn fiir alle x € D die Menge {f (x): f € M} c
R™ beschrankt ist, d. h. wenn es zu jedem x € D ein C, € R gibt, so dass
|f (x)]|, < Cx firalle f € M, x € D.

(e) M heif3t gleichmfig beschrinkt, wenn es ein C > 0 gibt, so dass || f (x)|, <
Cfiralle fe M, x € D.

2.1.2 Beispiele  (a) Fir a,b € Rsei ¢,,:R - R, ¢, (x) = ax + b; ferner
sei C>0und M := {¢,:a,b €R, |a| < C}. Dann ist M gleichstetig, aber
nicht punktweise beschrinkt. Fiir C > 0 ist M := {¢,;:|a| < C, |b| < C}
punktweise beschrankt, aber nicht gleichmiaflig beschrankt.

(b) Ist K c R" kompakt und (fi), eine gleichmifig konvergente Folge ste-

tiger Funktionen fi: K — R™, f ko, frsoist M == {f} u{firk=1}
gleichstetig und gleichmif3ig beschrankt.

BEwels Sei ¢ > 0. Nach dem Cauchy-Kriterium gibt es zu ¢ > 0 ein N, so
dass fiir alle m,n > N, x € K gilt: | fi (x) = fu (x)| < 5. K ist kompakt
und fy stetig, also ist fy gleichmaflig stetig, es gibt also ein § > 0, so dass
I fv (x) = fn (p)] < 5 fiir alle x, y € K mit |x - y| < 8. = Fiiralle n > N,

xyekK, ||x—y|<dist

fn (x) = fu D < U (%) = v () + 1 fw () = v D)+l () = e D)l <&

und fiir n - oo folgtauch || f (x) - f (y)|| <e.Da fi,..., fn-1 gleichmiRig
stetig sind auf K, folgt nach eventueller geeigneter Verkleinerung von §
(zum Minimum der §, der gleichméafligen Stetigkeit von f;, ..., fy-1):

Vx,yeK, [x-yl|<é, gimM lg(x)-g(y)l<e.

. . . gleichmaflig
M ist also gleichstetig. Ferner: f,, — f, also

VxeK, n>ng(l) |f(x) = fu(x)]| <1.

f iststetig, f | alsobeschréinkt: || f (x)| < Cfirallex € K. Alsoist | f, (x)| <
C +1fur alle n > ng (1) und alle x € K. Somit ist M gleichmifig be-

schrankt. a
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2.1.3 Satz Es seien X c R" und (f;) eine gleichgradig stetige Folge von Funktio-
nen fi: X — R™, die auf einer dichten Teilmenge D c X konvergiere. Dann gibt es
eine stetige Funktion f: X — R™, so dass (fi)s, auf jedem Kompaktum K c X
gleichmdfSig gegen f |, konvergiert.

Fiir X ldsst sich auch ein beliebiger topologischer Raum, fiir R™ ein beliebiger vollstindi-
ger metrischer Raum wihlen, siehe|Stromberg (1996)), S. 165.

BEwEIs Seienx € X, ¢>0.= 38, >0, so dass

I (1) = fi ()l <5 (25)

firalle k >1undt € X, ||t—x|| < 8,.D> X = 3t e D, |t-x| < & und da
(fi () k> konvergiert, folgt: Es gibt ein N € N mit

€
[ fie () = fe ()] <5 (2.6)
fiir alle k, € > N. und liefern zusammen:

1fie (%) = fe () < [1fie () = fi DN+ fie () = fe () [+l fe (£) = fe (x)[| <&, falls k, €2 N.

k—o0
= (fk () ) ist eine Cauchyfolge in R™, also existiert ein f: X — R™ mit f ——
f (punktweise). Wir zeigen: f ist stetig: Sei x € X, ¢ > 0, §x wie oben, t € X,
| — x| < 8x und € so grof3, dass

If (- fe Ol <3 (27)
If ()= fe () <5 (28)

LF () = £ < IF () = Fe ()] + 1fe (6) = fo () + 1fe () —(f(a;)ll <e.
2.9

= f ist stetig in x. - Sei K ¢ X kompakt. Wir zeigen: fi |, = f|x gleichmifig.
Dazu sei ¢ > 0. Zu x € K wihlen wir 8, > 0 gemifl (2.5), und dann gilt mit
demselben 8, auch (s.0.). K kompakt liefert: 3x,...,x, € k, so dass
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Sei nun N so grof3, dass

”f(x]) - fx (x])” <§ firalle j >N, j=1,...,p. (2.10)
Sei t € K = 3 j,s0dass t € Uj und damit fiir alle k > N:

£ (6 = fe Ol < |f () = £ Geill+ 1 () = fie (i) [+ (e () = fe ()] < 2
<e nach <£ nach <$ nach

gleichmifig
= filk —— flk O

2.1.4 Lemma Esseien D c R" abzihlbar und ( f¢ ), eine punktweise beschrink-
te Folge von Funktionen fi: D — R™. Dann hat ( f;) eine punktweise konvergente

Teilfolge ( Ji; )jzl'
Dies ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Bolzano und Weierstraf3.

Bewkrs Sei D = {x;:j>1}. Die Folge (fi (x1)) ist beschrankt, hat also eine
konvergente Teilfolge ( k(l) (xl))k>1. Die Folge ( k(l) (xz))k>1 ist beschrinkt, hat

also auch eine konvergente Teilfolge ( k(z) (xz))k>2 usw. Es gibt eine Teilfolge
( k(j))kzl von (fx), so dass ( k(j) (xv))k21 konvergiert fiir v = 1,..., j. Die Dia-

gonalfolge ( k(k))k>1 ist fir k > j eine Teilfolge von ( k(j ))k>1' = ( k(k) (xj))k>1

konvergiert also fiir alle j > 1. O

2.1.5 Satz (Arzela-Ascoli) Es seien K c R" kompakt und M eine Menge von steti-
gen Funktionen f: K — R™. Dann sind dquivalent:

(a) M ist gleichgradig stetig und punktweise beschrinkt.

(b) Jede Folge (fi) s von Funktionen aus M hat eine gleichmdfSig konvergente
Teilfolge ( fkj)j>1’ die gegen eine stetige Funktion f: K — R™ konvergiert.

(c) M ist gleichstetig und gleichmdfSig beschrdinkt.

Allgemeiner steht|d :@ in|Stromberg (1996)), S. 167. Vgl.|Heuser| (1990), S. 563. Die
Aquivalenz @) <{b) wird von Heuser als ,Satz von Arzeld-Ascoli bezeichnet; El)
liefert aber eine weitere wesentliche Vertiefung.
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Beweis Ja)=[b)” Das ist die wesentliche Aussage, die nach |Stromberg| (1996)
noch viel allgemeiner gilt! R" ist separabel, also ist auch K separabel, es gibt
also eine abzihlbare dichte Teilmenge D c K. Sei ( fi ), eine Folge aus M.
Dann liefertf2.1.4|die Existenz einer Teilfolge ( Jx; ) _ dieauf D konvergiert.

J
Mit[2.1.3] folgt jetzt Aussage|b).

Ab)={d)" Wire M nicht gleichstetig, so gébe es ein gy > 0 mit folgender Eigen-
schaft: Zu jedem § > 0 existiert ein f € M und x,y € K mit |x — y|| < §
und [|f (x) = f ()| > €0. Zu & := 1 wihle man ein solches f = f; und dazu
Xy € Kmit [|xx — ye| < ¢ und || fi (xx) = fx (7&)] > €o. Da K kompakt
ist, hat (xy ), eine konvergente Teilfolge. Wir kénnen somit oBdA gleich
annehmen, dass x; - x € K, also auch y; — x € K. Nach Voraussetzung

hat (fi), eine gleichmaRig konvergente Teilfolge fi, e, f,und dann
gilt wegen
e, (k) = £ < iy G ) = f Goi )+ D () = 7 ()] == 0,

und dem Analogon fir yy:

j—)OO

Ji; (ij) - Jx; (ykj) — f(x)-f(x)=0.

Das ist aber ein Widerspruch, denn die Terme auf der linken Seite sind alle
in der Norm > . Folglich ist M gleichstetig.

Wire M nicht gleichméaflig beschrinkt, so gébe es zu jedem k € N ein
fr € M und ein x; € K mit | fi (x¢)] > k. (fi);s hat eine gleichmiBig

konvergente Teilfolge ( fk) , etwa f. BN f auf K. Aber f ist be-
17 j=21 7 gleichmaBig

schrankt, wihrend fiir alle j gilt: ” Jx; (xkj)” > k; > j. Das ist ein Wider-
spruch, demnach ist M gleichmiaf3ig beschrankt.

A=) trivial O

Kehren wir nun zuriick zu den Differentialgleichungen mit

2.1.6 Satz Es seien I := [xg, %0 + €] € R, f:I x R" — R" stetig und beschrinkt.
Dann existiert zu jedem yo € R" eine Losung y:1 — R" der Differentialgleichung

y'=f(x,y) mit y (xo) = yo.

81



BEwEIs Wir approximieren die gesuchte Losung durch passende Streckenziige
im Richtungsfeld: Teilung von I durch fortgesetzte Halbierung der Intervalle: Tei-

lung Ty: xx = x0 + vzik firv=0,1,...,2% k>0; Streckenzug: yi: I — R” mit
(x) %0 tir x = xo (vorg. AW fiir alle k > 0)
Ye\Xx) = .
Yk (xk,v) + (x - xk,v) f (xk,w Yk (xk,v)) fiir Xy <X S Xppal> V= 0,..., 2k -L

= yi: 1 > R” ist stetig (aber nicht notwendig differenzierbar). Wir wollen y; als
Integral einer Funktion z; schreiben und setzen fiir k > 0:

b f" = bl
el > R",  z (x) = f(.Xo )’0) ur x = Xo .
I (Xkws yi (x5,0)) > falls xp, < x < Xpppp, 0 <V <25 -1,
und fiir diese x ist
y () =y () + [z (1) de
k,v

=y (xi0) + 2 (7 (o) = vk (3kum1) ) + [x zx (t) dt

y:l Xk,v
=y0+2f o (f) dt+[ zi (t) dt
."‘:1 xk,,u—l

Xk,v
=y0+f z (t) dt,

0

also fiir xg < x < xo + £
X

Vi (x) =yo + / zy (t) dt. (2.11)

Xo
Auf die Folge (yx) wollen wir 2.1.5anwenden:

(i) Die Folge (yx) ist gleichmiflig beschriankt, denn: Seiz. B. | f||, < Cauf IxR".
Dann ist fiir x €

X
Iy )l < yoll, + f z (1) dt)l <[yol,+¢C. (212)
X0 N—_——

e I,
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(i) (yx) ist gleichgradig stetig, sogar gleichstetig, denn fiir alle ¢, x € I ist

() =yl =|| [z 0 dif <ch-d. e

2.1.5(liefert nun: Es gibt eine Teilfolge ( Vk; )jZI und eine stetige Funktion y: I — R"

mit yy, I;)—moo> y auf I. Wir zeigen: Mit diesen k; gilt: zy, (x) Jg—;—mo% f(x,y(x))auf

I
Begriindung: Fiir x = x, ist die Konvergenz klar. Sei xp < x < x¢ + ¢, j > 0. Dann
existiert ein v; = vj (x) € {O, o2k 1}, so dass xg,y; <X < X,y 41 Dann ist

|xkj,vj - x‘ <27kip (2.14)
und damit

1k (x0;) =y ), < ks (Rig0;) = vk G+ [l (%) =y (6]

<C27%i¢ nach wg. iz 0
glm.
j—>o0 j—oo . .
Also yy. (xk. v.) —— y(x) auf I und ebenso xj.,, —— x auf I. Weiter ist
j Vil glm Vi glm.,

nach ”)’kj (xkj,,,j)H2 < |lyoll, + €C =t R, und f ist auf dem Kompaktum
K =1 x [-R, R]" gleichmifig stetig. Daher folgt:

2k, (%) = £ Gy GO, = 1 (Kt 3, () = £ (507 (2))], < &

fiir alle j > jo und alle x € I. Also: zg; (x) ]_1)—00> f(x,y(x)). Damit ist die Zwi-
glm.

schenbehauptung bewiesen.
Grenziibergang j — oo in liefert:

y@=yo+ [CFey@)de (xe)

f ist stetig, nach dem Hauptsatz also y differenzierbar mit y’ = f (x, y), und nach
Konstruktion ist y (xo) = yo. mi
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2.1.7 Satz (Existenzsatz von Peano) Es seien xo € R, yo € R", a, >0,

K := {(;):|x—x0| <a, ||y =yol, 3/3} cR™,

und f: K — R” sei stetig (also auch beschrinkt),

M = max{| f (x,y)],: (x.y) € K},
5 min(oc, %) , falls M >0,
a, falls M = 0.

Dann gibt es mindestens eine Losung y: [xo — 8, xo + 8] — R" der Differentialglei-
chung mit y (xo) = yo.

Kurzfassung: Bei stetigem f ist das Anfangswertproblem y" = f (x, ), y (x0) =
o lokal 16sbar, und tiber das Existenzintervall der Losung gibt [2.1.7] Auskunft.

BewEers Wir setzen ] := [xo — &, xo + «],
f(x) fir |y = yol, <8,

F (% y0+ b (F=y0))  fir 1y = yoll, > B
Dann ist g stetig und beschréinkt:

gIR" >R, g(x,y) = {

lg (o))l € M= max{nf(x,y)nz: (y) ! K}.

Wir betrachten die Differentialgleichungen

Y =g(x,y) auf [xg,x0 + a]

Y =-g(-x,y) auf [-xo, —x0 + «]

und liefert die Existenz von Losungen y;, y, dieser Differentialgleichungen:
y1: [%0, x0 + a] & R"™ und y,: [—x0, —x0 + a] = R” mit y; (x0) = y0, y2 (—=x0) =
yo. Wir setzen

y:]_)Rn, )/(X) — gl (X), falleE[xO,x0+a]’
y2 (_x)> fastE [Xo—“)xol.
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Dann ist y stetig und fiir x # xo differenzierbar mit y’ = g (x, y). Wir priifen
die Differenzierbarkeit im Punkte xo: Rechtsseitig gilt: ¥’ (xo) = g (x0, o), links-
seitig: y” (x0) = —y5 (=x0) = g (x0, ¥2). Also ist y in ganz J differenzierbar mit
y' =g (x,y) firalle x € Jund y (x¢) = yo. Daher ist fiir alle x € [xo — a, x¢ + «]

schon
X

) =y+ [ gty (0)di
also |y (x) = yoll, < M|x = xo|. Fiir |x — x| < 8 aus[2.1.7]ist |y (x) = yoll, < M <
B, [x0—68,x0+8] cJund g |[x0—8,x0+5]xm = f|[x0_6’x()+5]xm. Also leistet
¥ lixo—5,x0+0] das Verlangte. O

2.1.8 Bemerkung In[2.1.7/braucht die Losung nicht eindeutig zu sein: In[r.1.3/ ha-
ben wir gesehen, dass das Anfangswertproblem y’ = /|y|, ¥ (0) = 0 unendlich
viele Losungen hat.

2.2 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard
und Lindelof

benannt nach Emile Picard (1856-1941), franzdsischer Mathematiker, Doktorvater
von Henri Lebesgue, bekannt durch die Picardschen Sétze in der Funktionentheo-
rie, und

Ernst Lindel6f (1870-1946), finnischer Mathematiker, Begriinder der sog. ,finni-
schen Schule“ der Funktionentheorie.

Bekanntlich heif3t eine Funktion g:I — R (I c R sei ein Intervall) Lipschitz-stetig
in x¢ € I, benannt nach Rudolf Lipschitz (1832-1903), deutscher Mathematiker, ab
1864 Professor in Bonn, bekannt durch Arbeiten zur Analysis sowie zu Grund-
satzfragen und der Zahlentheorie, falls es eine Umgebung U von x( und ein € > 0
gibt, so dass fiir alle x € U n I gilt:

|8 (x) = g (x0)] < Clx = xo -

Wir brauchen einen entsprechenden Begriff fiir die Funktion g (x, y) auf der rech-
ten Seite der Differentialgleichung nur in bezug auf die Variable y:

2.2.1 Definition (Lipschitz-Bedingung) Sei G c R™"!, f: G — R™. Wir schreiben
die Punkte aus G in der Form (x, y) mit x € Rund y € R".
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(a) f geniigt in G lokal einer Lipschitz-Bedingung (in bezug auf y), wenn zu
jedem Punkt (a, b) € G eine Umgebung U und eine Konstante C > 0 exis-
tieren, so dass

If (x 31) = f (x, p2) [, < Cllyr = p2ll,

fur alle (x, y1), (x, y2) e UnG.

(b) f geniigt in G einer Lipschitz-Bedingung (in bezug auf y), falls eine Kon-
stante C > 0 existiert, so dass

If (s 31) = f (%, y2) |, < Cliyn = y2l,

fur alle (x, y1), (x, y2) € G.

2.2.2 Satz Es seien G c R™**! offen, und f:G - R™, (x,y) — f(x,y) sei in be-
zug auf y total differenzierbafl| und die partiellen Ableitungen von f seien lokal
beschrinkt. Das ist z. B. dann erfiillt, wenn f bzgl. y stetig partiell differenzierbar
ist. Dann gentigt f lokal einer Lipschitz-Bedingung bzgl. y.

BEwEIs Der Beweis geniigt im Fall m =1, denn aus
[fu (1 31) = fu (6, 32) | < C 131 = y2ll

fir u=1,...,mfolgt fir f = (fi,..., fu) "

If (. 1) = f (3, 32)l, = \l i | (5 31) = fu (2 72) [ <V/mCliyn = yall,
u=l1

Sei (a,b) € G, und die Umgebung U c G von (4, b) sei konvex, und es gelte:
|aa—yfv (x,y)| < Mfiralle (x,y) e Uund v = 1,...,n. Seien (x,u),(x,v) € U.
Wir betrachten die Funktion g (t) := f (x,u + t (v — u)) (beachte: U ist konvex!)

fur t € |-¢,1+ €[ mit hinreichend kleinem ¢ > 0. Dann ist g laut Kettenregel

'nach[Roelcke|(1961) reicht sogar partielle Differenzierbarkeit
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differenzierbar und der Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Variablen liefert:

|f (eav) = f ()l =g (1) - g (0)] = ¢ ()]

n

_ of
- Z(Vv_uv)g(x’u"'g(v_u))

v=1 v

<M

n
<MY vy —uy| <nMflu-vl,.
Vol ——
<[v-ull,

mit passendem £ € [0,1]. mi

Der Beweis ldsst leicht erkennen, wann f auf ganz K c G einer (globalen)
Lipschitz-Bedingung geniigt.

2.2.3 Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Linedel6f) Es sei-
enxo €R, yoeR", a, >0,

K= {(;) eR"™ ™ |x - xo| < a, Ly = yoll Sﬁ}

und f: K — R" sei stetig und geniige auf K bzgl. y einer Lipschitz-Bedingung. Ferner
seien

M :=max{[f (x, y)],: (x, y) K},
5 min ((x, %) , falls M >0,
o, falls M = 0.

Dann gibt es genau eine differenzierbare Funktion y: [xo — 8, xo + 8] — R", die der
Differentialgleichung y' = f (x, y) und der Anfangsbedingung y (xo) = yo geniigt.
Diese Losung y wird erhalten durch die Methode der sukzessiven Approximation:
Man wiihle irgendeine stetige Funktion y;: [xo — 8, x0 + 8] — R" mit y; (x0) = o,
31 (x) = yoll, < B fiir alle x € [xg — 8, %0 + 8] (z. B. y1(x) = yo fiir alle x) und
setze iterativ fiir k > 1:

pea () =0 [TFp)dr (xeln-x+al). i)

Dann ist (i) sinnvoll und konvergiert gegen y gleichmdfSig auf [xo — 8, xo + J].
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Bemerkung Eine axiomiatische Fassung der Methode der sukzessiven Approxi-
mation findet sich bei|Barner und Flohr{(2000)) auf S. 146 (Banachscher Fixpunkt-
satz) und die Anwendung auf den Satz von Picard und Lindel6f ebenda auf S. 154f.
Dort wird der Fixpunktsatz fiir vollstaindige metrische Raume ausgesprochen; bei
Heuser| (1995a) und (Walter (1976a) wird dieser Satz nur fiir Banach-Riaume for-
muliert.

BeEwers Existenz: Die yj sind wohldefiniert. Das zeigt man per Induktion:

k=1: Kklar

k— k+1: Seibekannt,dass | yx (t) — yol|, < ffirallet € [xo — 8, x0 + J].
Dann ist f (¢, yx (t)) sinnvoll und

Iy () =l =| [ f (63 () del| <l ol <p

[—

e <o

fir |x — x| < 6.
Die Definition der yj ist somit sinnvoll.

Behauptung Es sei (Lipschitz-Bedingung)

If (xou) = f (%, v) [, < Cllu—v|

fur alle (x, u), (x,v) € K. Dann gilt fiir |x — xo| < 6:

k-1
[k () = e (x >||2_2/3%

BEGRNDUNG k=1:

ly2 (x) = y1 (), < Mly2 (x) = polly + 1 (%) = yoll, -

~

<p s.o. <p
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Bemerkung Wihlt man gleich y; := o, so ist

x M
Iy () =31 = || [ (t.30) dt]| < Mx = o] = = (Clx = x0]) < MO < B
LTV ———
I, <M
Steigt man damit in die weitere Induktion ein mit
M (Clx - xo])*

Iken () = 3 (R 0

so folgt dort

[ Yks2 (%) = Yia1 (x)||2 <C

[FHICEl | M (€=l
x C k! c  (k+1)!

Das fithrt zu etwas schirferen Abschitzungen.

k>k+1:

2 () =y Ol = | [ o () = £ (1 (1))

2
<c| [ Iya (= (D), at
0 D
v
<op{lel)
2pCk x k-1 |
< t— dt
(k—1)! fxol %o
_(Clx = xo])*
_2/3T

k—
Da die Reihe Y77, (c|;(<]+f)|?l gleichmafig fiir |x — xo| < § konvergiert (Ex-
ponentialreihe), folgt: Die Reihe

oo

y1(x) + 3 (e (%) = e (%))

k=1
konvergiert gleichmafig auf [xo — 8, x0 + 8], d. h. y (x) = limy_, 00 yx (x)
ist stetig auf [xo — &, xo + 4]
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Behauptung y ist differenzierbar, y’ = f (x, y) auf [x¢ - &, xo + 8]. und
y (x0) = yo.

BEGRNDUNG Fiir |x — x| < § ist nach dem obigen
Iy () = yoll, = lim [l (x) = yoll, < B-

Die Abbildung x — f (x, y (x)) ist also sinnvoll, und nach der Lipschitz-
Bedingung ist

k— o0

1f (6 yi (%)) = f (e y (o)) < Cllyi (%) =y (x) [, == 0.

glm.
= f (x, yx (x)) kr—°°> f(x,y(x))bzgl.x € [xg — 8, xg + &]. Der Grenziiber-
glm.

gang k — oo in ist wegen dieser gleichméfligen Konvergenz legitim
und liefert:

y@=yr [Cfy)a (x-xlz0) ¢

Damit ist der Existenzbeweis abgeschlossen. Wir zeigen als

Zusatz Es gilt die Fehlerabschitzung:

(Clx-x Clx = xo)* Y
19 (5) =y (x ||2<2ﬁ2%szﬁ%eq !
fur alle k > 0, |x — xo| < 4.
BEGRNDUNG Es ist
y (@) =y () + 3 (i (0) -y () (x-x[<8).
j=k+1
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und damit

1y () = yin (Dl Y i (1) =25 )],

j=k+1

S o (Clx—xo)™

k-1 x/

Nun gilt nach der Taylor-Formel: e* = 3325 %7 + R (x) mit dem Restglied

(k)
von Lagrange Ry (x) = ‘Pk—!(f)xk, wobei ¢ (x) = e, mit passendem & zwi-

schen 0 und x, also Ry (x) = egxk—l!c. Das liefert

SEAPIES
L lx]
< X e,

xJ

e" - —'
j=0 J:

und damit

(ClX—X()l)k Clx—xo|
”y(x)_)’kﬂ(x)”zSzﬂTe (|lx =x0| <8). Vv

Eindeutigkeit: Sei z: [xo — 8, xo + §] - R” eine zweite Losung mit z (x¢) = yo,

z' = f (x,z). Dann ist

2@ =yo+ [ flhz0)dr  (x-xl<0)

91



und ebenso mit y.

= |z (x) -y (x)]l, = fo: (f (£2(0) = f (£y (1)) dtHz

Lip.-Bed. x
<ol [T Wyl ar

N—— —
<l z()=yoll+llyo-y()lI<2B

<2BClx = xo] .
* 2|x = xof?
=z (x) -y (x)[,<C jxo l2(1) -y (1), dt| < 2pC"—
—_—— .

<2BC|t—x0|

und mit Induktion folgt weiter:

|x —x0|k
2 () - y ()l s 26cH =200

fir alle k > 1, |x — xo| < J. Grenziibergang k — oo liefert: z (x) = y (x) fir
|x — x0| < 8. mi

Zusatz gilt entsprechend fiir

K={(;):x0SxSxo+(x,

mit y: [xo, xo + 8] = R". Der Beweis verlduft wie gehabt.

y=yoll, Sﬁ}

Manchmal kann man mit der Methode der sukzessiven Approximation wirk-
lich die Losung der Differentialgleichung bestimmen:

2.2.4 Beispiel A€ M (nxn,R), yo € R", xo € R, und gesucht sei die Losung der
Differentialgleichung y’ = Ay, y (xo) = yo. Man sieht leicht, dass eine Lipschitz-
Bedingung erfiillt ist. Sukzessive Approximation:

y1(x) = yo,
yea()=yo+ [ Apc(t)de (xeR k21)
X0
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Behauptung
—A]yo (k>0) (2.16)

Yi+1 (x ) = Z
BEGRNDUNG Induktion.

k=0: istklar
ke k+1: Gelte mit k an Stelle von k + 1. Dann folgt

xk 1 xO i+1 ( ) j
Vi (X }’0+[ AJ Yo dt_Z—AJ}’0~ v
X0 =0 ! =0 ]

Fir k — oo gilt daher:

)’(X) = hm yk+1 (x) = Z MAJ)/ — e(x XO)Ay
k—o0 par ]|

und wir wissen schon von friiher, dass das die Losung des Problems ist.

2.2.5 Beispiel y’ =2xyaufR?, y (0) = y,. Iteration: y; := yo,

)’k+1 0+2/ tyk

Induktion liefert:

4 2k
, X
yk+1(x)=y0(l+x +E+...+F).
k—o0 A, .
Also yi (x) — yoe"z, und man tiberzeugt sich sofort, dass dies die Losung ist.

Die Eindeutigkeitsaussage von gilt allgemeiner (,global“) und nicht nur
slokal* auf hinreichend kleinem Intervall [xg — J, xo + J]:

2.2.6 Satz (Eindeutigkeitssatz) Es seien G ¢ R""! und f:G — R" eine stetige
Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung (bzgl. y) geniige. Ferner seien I c R ein
Intervall, yy, y2:1 — R" zwei Funktionen mit Graph y; c G fiir j = 1,2, und y1, y»
seien Losungen der Differentialgleichung y' = f (x, y) auf . Gilt dann y, (x¢) =
v2 (x0) fiir ein xg € I, so ist y1 = y,.
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Bewels Behauptung Gilt y; (a) = y, (a) firein a € I, so gibt es ein § > 0, so
dass y;1 (x) = y5 (x) fiir alle x € [ mit |x — a| < 6.

BEGRNDUNG y;. =f (x,yj) furallexel, j=1,2.

y;(x)=y;(a)+/axf(t,yj(t))dt (xel, j=1,2)
0@ -n@= [CCEnE) -f(Ln@)d  (xeD

f ist lokal Lipschitz-stetig, zum Punkt (a, y; (a)) = (a, y2 (a)) € G gibt es also
eine Umgebung U und ein C > 0, so dass

If (&u) - f(&v) [, < Cllu—v],

fir alle (¢,u), (t,v) € Un G. - Wir nehmen an, a sei kein rechter Eckpunkt von
I und zeigen die Behauptung fiir ein Intervall [a, a + 8]. (Ist a auch kein linker
Eckpunkt von I, so zeigt man ebenso die Existenz eines §, so dass die Behauptung
auf [a - §, a] gilt.)

y1, y2 sind stetig, es gibt also ein & > 0, so dass [a,a + 8] < I und (t,y;(t)) €
UnGfirj=1,2.=Fira<x<a+ 4§ gilt

I ) =2 @l < €| [T (0 -y (1), a-
Wir setzen fiira < x < a + 0
M (x) = max {|[y1 (t) = y2 (1) ]+ € [a, x]}
und haben ||y; (x) — y2 (x)|, < C|x —a| M (x),alsofira<t<x <a+6:
Iy (2) = y2 ()) |, < Cle —al M (¢) < Clx —a| M (x),

und das Supremum auf der linken Seite gibt: M (x) < C|x —a|M (x). Mit § :=
min (51, m) gilt dann fiira < x < a + 8 M (x) < ;M (x), d.h. M (x) = 0.
= y1(x) = y2(x) fiir a < x < a + . Gleicher Schluss ,nach links“ liefert die
Behauptung. v

Behauptung y; (x) = y, (x) fiir alle x € I, x > xo.
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BEGRNDUNG Seia:=sup{xe€l:y (t) =y, (t) firxg <t<x}.Ista= oo odera
rechter Eckpunkt von I, so ist die Behauptung klar wegen der Stetigkeit von yy, y,.
Sonst gibt es ein §; > 0, so dass [a,a + § —1] c I, und wegen der Stetigkeit von
¥1, y2 ist y1 (a) = y2 (a). Die erste Behauptung liefert die Existenz eines § > 0 mit
[a,a + 8] c I, so dass

n ‘[u,a+8] =02 ‘[a,a+6] )

Das aber ist ein Widerspruch zur Maximalitdt von a, und so folgt die Behaup-
tung. v

Gleicher Schluss ,nach links" liefert: y; (x) = y, (x) fir alle x € I, x < xo. Damit
folgt die Behauptung. O

2.2.7 Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz) Esseien G c R"* offen, und f: G —
R" sei stetig und geniige lokal einer Lipschitz-Bedingung bzgl. y. Dann gilt: Fiir je-

des (xo, y0) € G hat das Anfangswertproblem y' = f (x, ), y (x0) = yo genau eine

Losung y: ] = R", Graph y c G, die nicht echt fortsetzbar ist. Diese Losung kommt

nach rechts und nach links dem Rand von G beliebig nahe in folgendem Sinne:

{(x,y(x)):xe],x>x0} = T*, und
{(e,y(x))ixe)x<xo} =T

sind keine kompakten Teilmengen von G.

Bemerkung T+ keine kompakte Teilmenge von G ist gleichbedeutend mit dem
Vorliegen eines der folgenden Fille (b rechter Endpunkt von J):

(i) b= o0 oder
(ii) beRundlim,_, oy (x)|, = co oder
(ili) beRundlim,_p gy (x)], < oo, aber I* NRAG # @.

Entsprechend mit T~

BEweEls Seien a > 0, > 0 so gewdhlt, dass

X
K={(y):|x—xo|sa, IIy—yollzﬁﬁ}CG-
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Nach Aufgabe 44 ist f | Lipschitz-stetig bzgl. y; ferner ist f | stetig. [2.2.3)liefert
damit die Existenz eines & > 0 und einer Losung y: [xo — 8, xo + ] = R"” mit y' =
f(x,9), y(x0) = yo, und dieses y ist eindeutig bestimmt. Gleicher Schluss mit
xo + 8 und Anfangswert y (xo + &) und der Zusatz zum Beweis von [2.2.2] zeigen:
y kann iiber x¢ + § hinaus nach rechts (und analog iiber x¢ — § hinaus nach links)
fortgesetzt werden, und zwar eindeutig (nach 2.2.6)). Sei

J:= {Ic R:I Intervall, xo € I, 3y I - R", y;=f(x,y1), y1(x0) =y0}

Dann ist ] := Uy I ein Intervall. Wir definieren fiir x € J: y (x) := yy (x), falls
x € I. Diese Definition ist sinnvoll, denn istauch x € I € J,soist y; (x) = y; (x),da
Y1lini = Vil nachp.2.6] Alsoist y: ] - R" die Losung des Anfangswertproblems
¥ = f(x,9), y(x0) = yo mit maximalem Definitionsbereich, d.h. y ist nicht
mehr echt fortsetzebar zu einer Losung der Differentialgleichung.

Behauptung T ist keine kompakte Teilmenge von G.

BEGRNDUNG Angenommen, b sei das rechte Intervallende von J und T+ c G sei
kompakt. Dann ist b € R. Wir zeigen zunéchst: b € J: Gamma™ ist kompakt und
f stetig, also ist H f |FH , < C fr geeignetes C > 0. Nach der Differentialgleichung
ist

y@=yor [Cfey@)dt (n<x<)

Also ist fiir xg < x, x" < b:

ly @)=y = [ £y @) ar| <clx-v]
I,<c )

In dieser Situation liefert das Cauchy-Kriterium: lim,_,,_o y (x) = y* existiert;
offenbar ist (b, y*) € I'* ¢ G. Angenommen, es sei b ¢ J. Dann setzen wir

2 (x) = {y (x) fl?rx €],
y* firx="

und zeigen: z ist Losung des Anfangswertproblems. Offenbar ist z|; = y Losung
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des Anfangswertproblems, und z ist stetig. Weiter ist Graphz ¢ T+ c G und

z(b) =y" = lim y(x)

= tim (yo+ [ f(tr(n) dt)

x—b-0
= yo + Lobf(t,z(t)) dt,

denn f und z sind stetig. Fiir x € ] ist ohnehin

() =p+ [ f(bz(0)dn

d.h. diese Gleichung gilt fiir alle x € J U {b}. Also ist z auf ganz J U {b} differen-
zierbar mitz’ = f (x, z), fernerist z (xo) = yo, z also Losung des Anfangswertpro-
blems und echte Fortsetzung von y. Das aber ist ein Widerspruch, also ist b € J.

= (b, y (b)) € G, und die Losung y ldsst sich nach 2.2.3]iiber b hinaus fortsetzen.
Das aber ist ein Widerspruch. Folglich ist I'* keine kompakte Teilmenge von G.v'

Analog zeigt man: T~ ist keine kompakte Teilmenge von G. m]

2.3 Systeme linearer Differentialgleichungen

2.3.1 Definition (System linearer Differentialgleichungen) Seien I c R ein In-
tervallund A: I - M (n x n,R), b: I - R" stetig. Dann heif3t y' = A (x) y + b (x)
fir x € I ein System linearer Differentialgleichungen. Analog iiber C.

2.3.2Satz  Sind A, b, I wie inf2.3.1) so gibt es zu jedem (xo, yo) € I x R" genau eine
auf ganz I definierte Losung y: 1 — R" des Anfangswertproblems

Y =A(x)y+b(x) (xeI)
y (x0) = yo.

Ebenso fiir komplexwertige Losungen.

(2.17)

Bewers Unsere Differentialgleichung hat die Form y’ = f (x, y) mit f (x, y) =
A(x) y+0b(x) fir (x, y) € I x R". Sei L c I kompakt. Dann ist fiir alle x € L und
y,y €R"

If Geoy) = £ (e y ), = 1A ) (v =5, < lly =¥,
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mit geeignetem C > 0, denn: Ist A = ((xj,k)]. pr=n... , ¥n) ', 50 ist

2

n n 2 % CSU n n 5 n 5 n 2 %
1Ay, = Z( “j,k)’k) < Dok D Ve = 2 k] Il
k=1 Al 7 eE k=1

2
=lxllz

und hier sind die a; x auf I stetig, also auf L beschrénkt. [2.2.7]liefert jetzt die Exis-
tenz einer Losung y: ] - R” mit maximalem Definitionsbereich J c I.

Behauptung =1

BEGRNDUNG Seien ¢ rechter Eckpunkt von J, ¢; rechter Eckpunkt von I und an-
genommen, dass ¢ < ¢;. Fiir xo < x < ¢ ist

y(x) =yo+fx:f(t,y(t)) dt,

und wie im Beweis von [2.2.7]folgt: y* := limy_,—o y (x) existiert, ist Ldsung der
Differentialgleichung, und].2.3)mit Anfangswert (¢, y*) liefert: y ist iiber ¢ hinaus
nach rechts fortsetzbar. Das aber ist ein Widerspruch zur Maximalitit von J. =
c=(.

Eskonnte immer noch gelten ¢ = ¢;, aber ¢ ¢ ], ¢ € I. Um diesen Fall zu widerlegen,
verwenden wir nochmals das obige Argument: limy_,._¢ ¥ (x) =: y (c) existiert,
und der Grenziibergang liefert:

) =yo+ [T Fty @) dn

gilt auch fiir xo < x < c¢. Also kann ¢ zum Definitionsbereich von y hinzugenom-
men werden. J ist aber maximal, mit ¢ € I folgt also ¢ € J. Der gleiche Schluss nach
links liefert die Behauptung I = J. v

2.3.3 Satz Sind A, b, I wie in[2.3.1) so gilt:
(a) Vi={y:I>R"y =A(x) y} ist ein n-dimensionaler R-Vektorraum.
(b) Man erhilt genau alle Losungen der inhomogenen Differentialgleichung y' =
A(x) y+ b (x), indem man zu einer speziellen (partikuldren”) Losung der

inhomogenen Differentialgleichung eine geeignete Losung der homoegenen Dif-
ferentialgleichung y' = A (x) y addiert.
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BEwWEIs  (a) Seixg €I festund ¢:V — R", ¢ (y) := y (x0) fiir y € V. Dann ist
¢ ein Vektorraum-Isomorphismus nach2.3.2]

(b) klar O

2.3.4 Folgerung Sei A:I - M (n x n,R) stetig, und vorgelegt sei die homogene
Differentialgleichung
y = Ay (aufI). (2.18)

(a) Es gibt n linear unabhingige Losungen von Voees ¥l > R jen
linear unabhingige Losungen bilden eine Basis des Losungsraums V. Jedes
solche System y;, ..., y, heift ein Hauptsystem oder ein Fundamentalsys-

tem von (2.18)).

(b) Ist yi,..., y, irgendein System von Losungen von (2.18), so geniigt die zu-
gehorige ,Losungsmatrix“ Y = (y1,...,y,):I > M (n x n,R) der Diffe-
rentialgleichung Y’ = AY.

(c) Sei yi, ..., yn ein Hauptsystem. Ist z: I — R” eine Losung von y' = A (x) y,
so existieren yy, ..., y, € Rmit

N
Z=yiy1+...+Yuyn =Y, c=]:
Yn
Das bedeutet:
(1) Z = (z1,...,2n): ] > M (nxn,R) ist Ldsungsmatrix genau dann,
wenn es ein C € M (n x n,R) gibt mit Z = YC.
(2) Z=(z1,...,zn) ist Hauptsystem genau dann, wenn es ein C € GL, (R)
gibt mit Z = YC.

(d) Istxg € I, Yo € M (n x n,R), so existiert genau eine Losungsmatrix Y mit
Y (XQ) = Yo.

(e) Seien yy, ..., y, Losungen von (2.18), Y := (y1,..., y»). Nach dem Beweis
von [2.3.3]a) ist fiir jedes x, € I die Abbildung

Pt V=R, 9y (¥) =y (x0) €R"
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ein Isomorphismus. Daher gilt:

Y ist Hauptsystem
<Vxpel Y(x)e€GL,(R)
<3Jxpel Y (x)€GL, (R)

(Wenn ein solches xg € I existiert, so sind yj, ..., y, linear unabhéngig, da
®xo (1) >+ +> @xy (¥n) linear unabhingig sind)

<Y:R" >V, ¢ Ycistsurjektiv

<Y:R" >V, ¢ Ycistinjektiv

(f) Sei xo € I, und das Hauptsystem @ = (¢1,...,¢,):] > M (nxn,K) sei
definiert durch @ (x9) = E,, d.h. ¢j(x9) = ej := j-ter Einheitsvektor im
R”.Istdann y, € R" beliebig vorgegeben, so ist y = ®y, die Losung des An-
fangswertproblems y’ = A (x) y, ¥ (x0) = yo. Also: Sind y4, ..., y, Losun-
gen von und Y = (y1,...,ya),s0gilt: Y (x) = @ (x) Y (x0).

2.3.5 Satz (Wronskische Determinante) Sind A:1 - M (n x n,R) stetigund y1, ..., yp:1 =
R" Losungen der homogenen Differentialgleichung y' = Ay und W (x) :=det (y1(x), ..., yn (x))
fiir x € I, so gilt: W' = Spur A- W, also

W(x)ZW(xo)exp(fx: (Spur A (1)) dt) (x,x0€l).

W (x) heifst die Wronskische Determinante, benannt nach dem polnischen Mathe-
matiker Graf Hoéné Wronski, 1778-1853, der diese Determinante 1821 einfiihrte.

BEWEIS Sei vk := (V1. -» Yuk)  der k-te Spaltenvektor von W, z; := (yj,l, . ,yj,n)
der j-te Zeilenvektor von W. Dann ist nach dem in Gesagten:

21
, :
z V4

1 1 )
r |22 : a Z]71
W' = L+ + ' = Z Z.
: zua| 2|
/ =zjn

Zn Z, A

Zn
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Hier ist
2i=(Yins- > Yin)
n n
= ((4n) o (Apn);) = (Z LTSS “j,kyk,n)
k=1 k=1

n n
= Z ajk (Vs - - ’yk,n) = Z a;jk%k-
k=1

k=1
21 21
Zj-1 Zj-1
= Z; = aj,j Zj = aj,jW.
Zj+1 Zj+1
Zn Zn
= W' = (SpurA) W.
X
:»W(x)=W(xo)exp(/ (Spur A (t)) dt). m|
Xo

2.3.6 Korollar In[.3.5|gilt: Die Wronski-Determinante W (x) = det (y (x),..., yu (x))
ist entweder konstant = 0 oder nullstellenfrei auf I. Es gilt: y1,..., y, bilden ein
Hauptsystem genau dann, wenn fiir alle x € I gilt: W (x) # 0, was genau dann der

Fall ist, wenn fiir irgendein xg € I gilt: W (x¢) # 0.

Bemerkung Eine kunstvolle andere Art der Berechnung von W findet man bei
Walter| (19764a) auf S. 112; dabei wird wesentlich benutzt. — [Roelcke| (1961)
schlieSt auf S. 51 reichlich kompliziert mit dem Entwicklungssatz. In beiden Fillen
werden die Spalten von W differenziert, was wegen der Differentialgleichung y; =
Ay nahe liegt, aber die weitere Rechnung nicht so transparent macht wie der
obige Beweis mit der Differentiation der Zeilen.

Das Problem der Bestimmung der Losungen von (2.17)) zerféllt in zwei Teile:
(A) Bestimmung einer partikuldren Losung;

(B) Bestimmung eines Hauptsystems von ([2.18)).
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konnen wir 16sen, wenn ein Hauptsystem bekannt ist:

2.3.7 Satz Seienl, A, bwieinp.3.4lund yy, . .., y, ein Hauptsystem von ([2.18). Dann
gibt es zu jeder Losung y von stetig differenzierbare Funktionen cy, . .., cp: 1 —
R, so dass y = ¥, cjyj. Notwendig und hinreichend dafiir, dass ¥, ¢;y; eine
Losung von (2.17)) ist, ist die Differentialgleichung

Yciyi=b  (aufI) (2.19)
j=1

fiir c1, ..., cn (»Variation der Konstanten). Ist Y := (y1,..., ¥n), co € R" beliebig,
X0 € L, so liefert

a (x) .
c@=| i |=ar [YOb0 A (xeD
X0
cn (x)
eine Losung der Differentialgleichung und damit eine partikuldre Losung von
(217), und zwar die Losung y = Yiciyj=Ye

Bewels y = Y%, cjy; ist Losung von (2.17) genau dann, wenn y = Yc Losung

von ist, also wenn

Y =Y'c+Y =Ay+b=AYc+D,

und das ist genau dann der Fall, wenn Y¢' = b ist (das ist (2.19)), also ¢/ = Y~'b,
das aber heif3t, dass

X
c(x) =co+ f Y0 b (1) dt (x,x0€l)
x0
mit irgendeinem ¢y € R™. Beachte: Y ! ist stetig (sogar stetig differenzierbar) nach
der Cramerschen Regel, d. h. t = Y71 (¢) b (¢) ist stetig. mi

Wir haben also das Problem (A)) auf das Problem (B]) zurtickgefiihrt. Dieses Pro-
blem lasst sich allgemein nicht ohne weiteres 16sen (wohl aber im Spezialfall, dass
A konstante Koeffizienten hat). Aber: Wenn man eine nicht-triviale Losung (z. B.
durch Raten) gefunden hat, so ldsst sich das Problem reduzieren auf ein System
von n — 1 Differentialgleichungen mit[2.3.8]
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Bekannt seien p > 1 linear unabhingige Losungen y;, ..., y, flir 1 < p < n der
homogenen Differentialgleichung (2.18)); wir bilden die Matrix

Yz(yl,...,yp)Z(g),

eM(nxp,R)

wobei U € M (px p,R) und V € M ((n - p) x p,R) sei, und setzen voraus: U
ist invertierbar auf I. Ggf. muss man dazu die Koordinaten von y, ..., Vp vorher

geeignet nummerieren, damit diese Voraussetzung (wenigstens auf einem Teil-

-1
intervall von I) erfiillt ist. Die Matrix ( v }?q) ist invertierbar, und (3 qu ) =

-VU™ Eg
von (2.18) ansetzen in der Form

(v a) (2) - (2)- ()

mit w: I - R? und z: I — RY stetig differenzierbar. Wir formulieren die Differen-
tialgleichung y* = Ay um zu Bedingungen an w und z. Bei diesem Ansatz gilt:

!
I _ 0 _ v/ 7 0 _ UW,
y = (Yw+ (z)) =Yw+Yw + (z’) =AYw + (Vw'+z')’ (2.20)

und zerlegen wir A = (j g) mit Be M (p x g,R) und C € M (g x g, R), so folgt:

Ay =A(Yw + (2)) = AYw + (: 2) (2) = AYw + (Iéz) . (2.21)

Also gilt nach und (2.21):

-1
( oy ) ist stetig differenzierbar. Daher konnen wir die weiteren Losungen

Das ist ein homogenes System von nur noch g Gleichungen fiir z, und wenn man
die Losungen dieses Systems bestimmt hat, findet man w aus w’ = U™ Bz durch
einfache Quadratur. Diese Uberlegungen fassen wir zusammen zu
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2.3.8 Satz (Reduktionsverfahren von d’Alembert) benannt nach Jean-Baptist le
Rond d’Alembert, 1717-1783, franzisischer Mathematiker, Physiker und Philosoph.

Gegeben sei die stetige Funktion A:1 — M (n x n,R), und bekannt seien p (1< p <
n) linear unabhdngige Losungen yi, ..., y, der Differentialgleichung mit der

Eigenschaft, dass in
U
(oeeoyp) =¥ = (v)

mit U € M (px p,R) und V.e M (qx p,R) (q=n—p) gilt: U (t) € GL,, (R) fiir
alle t € I. Ferner sei A= (* &) mit Be M (p x q,R) und C € M (q x q,R). Dann
erhdlt man genau alle Losungen y von in der Form

_ Uw
V= Vw +z

mit w:I - RP und z:1 — RY stetig differenzierbar, wenn z,w die Losungen des
Systems

Z=(C-VU'B)z
w' =U"'Bz

durchlaufen. (z = 0 und w = e; liefert die bekannte Losung y;.)

Ein Beispiel dazu findet sich in Aufgabe 41.

Zusatz (zu[2.3.8) Esseien in der Situation von[2.3.8)zi, . . ., z: T — R ein Haupt-
system der Differentialgleichung

Z=(C-VU'B)z
N————
eM(qxq,R)

und wy,...,wg: I - RP ein zugehoriges System von Stammfunktionen gemif
Wi = U™'Bz fiirk=1,...,qund

. UWk _
Vpik = (Vwk +Zk) (k=1....9).

Danniist y1,..., ¥ps Yp+ls- - -> Yp+q = ¥n €in Hauptsystem von (2.18).
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BEWEIS Angenommen, es seien Ay,..., A, € Rund Z;‘zl Ajyj=0,d.h.

A
p q U 1 q U
Z /\])/J + Z /lp+k ( Wk =Y : + Z )Lp+k Wk
j=1 k=1 k=1

Vwy + zx 1 Vwi + z,
P
M
u o\|xr 1 Uw
= P ko) _
(v Eq) 0 +kZ::1AP+k(Vwk+zk) 0
0

Weiter ist
UWk _
VWk + Zk B
also
1 UWk
Z Ap+k =
=1 VWk + Zk

und wegen der Invertierbarkeit von (

<

&mo

N
g
o
(2]
5
z
=

M
+ Z Apik ( =0. (2.22)
(_) k=1 Zk
0
= Yo gA p+kZk =0, also wegen der linearen Unabhiéngigkeit der z; schon A pHls e es A pq =
An = 0. Dann sagt aber (2.22): \; =... = 1, = 0, also verschwinden alle A;. i

BEWEIS (ALTERNATIV) mit Hilfe der Wronski-Determinante: Wir schreiben:

Uu 0\(m ... w
(yl,,yp,yp+1,,yp+q)= Y:(V Eq)(zl Z:))

Il
<G < C
»ijo
S
—
R
x
N
———
e
S
—
———
——
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mit Y = (g) eM(nxp,R) (UeM(pxp,R),VeM(qgxp,R))und W =
(wl,...,wq)eM(pxq,[R) unde(zl,...,zq)eM(qxq,[R{).Daherist

det (Y1s- - Yps Vpits- -2 Vpeg) = det Udet Z £ 0,

denn U ist nach Voraussetzung invertierbar, und zy, . . ., z4 ist ein Hauptsystem.O

2.4 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

2.4.1 Definition (Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung) Einelineare Dif-
ferentialgleichung n-ter Ordnung in Normalform ist eine Differentialgleichung
der Form

Y™ g, () YV way (%)Y +ag (x) y=b(x) (xel). (2.23)

mit stetigen Funktionen ay, ..., d,-1, b: 1 — R. Ist b = 0, so heif3t die Differential-
gleichung homogen, ansonsten inhomogen. Analog fiir C.

Setztman z := (,,... ,y(”‘l))T =(21,...,2,) ", s0 ist (2.23) dquivalent zum
System
y/
, (3 :
z=1:]= y(n-1) =A(x)z+Db(x)ey
!
Zn —(a0y+...+a,,_1y(”‘1))+b
mit
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= ' :
0
0 0 0 0 1
—dp —a1 —d4z - —A4p-2 —Ap-]

Da A und b stetig sind auf I, haben wir sofort
2.4.2 Satz Seien ay, ..., an_1, b: 1 — R stetig.

(a) Zu allen xo € I, yo,...,yn-1 € R gibt es genau eine (auf ganz I definierte)
Losung y:1 — R der Differentialgleichung mit y (x0) = yo, ¥' (x0) =
(n-1) _
Y YTV (%0) = Yo
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(b) Die Menge V der Losungen der homogenen Differentialgleichung
Yy g,y v agy =0 (auf I) (2.24)

bildet einen n-dimensionalen Vektorraum iiber R. Eine Basis von V nennt
man ein Hauptsystem oder Fundamentalsystem der Differentialgleichung (2.24)).

(c) Man erhilt genau alle Losungen der inhomogenen Differentialgleichung (2.23)),
indem man zu einer speziellen (sog. partikuldren®) Losung der inhomogenen
Differentialgleichung eine geeignete Losung der homogenen Differentialglei-
chung addiert.

BEwels  (a) klar nach der Vorbemerkung undfz.3.2}

(b) Sei £ der Losungsraum des Systems z' = A (x) z (A wie oben). Dann ist
oV > Ly z-= (y,...,y(”‘l))T ein Isomorphismus. Daher ist die
Behauptung klar nach[2.3.3]

(¢) klar O

2.4.3 Satz (Wronskische Determinante) Es seien ay,...,a,—1:I — R stetig und
Vis -« > ¥n Losungen der homogenen Differentialgleichung (2.24)),

W em )jl v y:n
S

die Wronskische Determinante. Dann gilt:

(a) W (x)=-ay-1(x) W (x), also

W(x)=W(xo)exp(—/;:an_l(t) dt) (x,x0 €1)

(b) y1,...,yn sind linear unabhingig genau dann, wenn es ein xo € I gibt mit
W (x0) # 0, und das ist genau dann der Fall, wenn fiir alle x € 1 gilt: W (x) #
0.
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BEwEls  (a) Man betrachte die Bijektion y =z = (y, Y, ... ,y("_l))T Zwi-
schen den Losungen von (2.24) und

7 =A(x)z, (A (x) von Seite[106]) . (2.25)

Dann liefertp.3.4t W = (Spur A (x)) W = —a,-1 (x) W, also

W (x) =W (x) exp (— /;x an—1(t) dt) (x,x0€1).

0

(b) y1,. .., yn sind nach[2.4.2Ja) und[b) linear unabhingig genau dann, wenn es
ein xg € I gibt, so dass W (x¢) # 0, da das dortige ¢ ein Isomorphismus ist,
und das ist nach der Formel aus El]) genau dann der Fall, wenn fiir alle x € I
schon W (x) # 0 gilt. mi

Das Problem der Bestimmung der Losungen der Differentialgleichung
mit stetigen Koeffizienten ay, . .., a,_1, b zerfillt in zwei Teile:

(A) Bestimmung einer partikuldren Losung der Differentialgleichung (2.23).
(B) Bestimmung eines Hauptsystems der homogenen Differentialgleichung (2.24).
Die Losung von (A) bei bekannter Losung von (B) ist Thema in

2.4.4 Satz (Variation der Konstanten) Es seien ao, ..., a,-1, b:1 — R stetig und
V1> - - > ¥n €in Hauptsystem der homogenen Differentialgleichung (2.24). Dann gibt
es zu jeder Losung y der inhomogenen Differentialgleichung stetig differen-
zierbare Funktionen ¢y, ..., c: I — R, so dass

n
y= Z Ciyj- (2.26)
=1
Beachte: Gleicher Ansatz wie im Falle konstanter Koeffizienten ay, ..., a,—1: siehe

1.5.12) Gleiche Bedingung wie inf1.5.12]
Notwendig und hinreichend dafiir, dass (2.26)) eine Lésung von ist, ist das

Bestehen der Differentialgleichungen

ZC;)’](V) V,n— lb (V=0,...,1’l—1) (2.27)
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fiircy, ..., cn. Die Funktionency, . . ., ¢, geniigen genau dann den Gleichungen (12.27)),
wenn ci, . . ., Cy die Form haben

¢j(x) = cjo + (-1)7*" /xox VVVVf—((tt))b(t) dt  (xel)

mit beliebigem festen x( € I und beliebigen Konstanten cy,p, . . ., Cn,0, wobei

N e Vn
W y{ e y;
yf" v yff’ D
V1 e yj—l )’j+1 e Yn
/ / / /
)’1 yj—l )’j+1 )’n
W; =
-2 2 2 -2
yf" b yj("l ) y;fl - yﬁ" )
die Wronski-Determinante von yy, . . ., y, bzw. die Wronski-Determinante der Ord-
NUNG 1 —1VON Y1,..., Vi1, Yjtls - - - > Yn Seien.

BEwEls Wir betrachten die Zuordnung

yl
y=zi= )’ , yj = Z]
y(n 1) (n 1)

wieoben. y, . .., y, ist ein Hauptsystem fiir (2.24), also z, . . . , z, ein Hauptsystem
fir
7 =A(x)z+bey, (A (x) von Seite[106]) (2.28)

Nun haben wir: y ist eine Losung von ([2.23) genau dann, wenn z Losung von (2.28)
ist. Das ist nach genau dann der Fall, wenn es stetig differenzierbare Funk-
tionen cy,..., ¢, ] - R gibt mit z = 2}1:1 cjzj und Z}Ll c;zj = be,. Unter Ver-
wendung obiger Zuordnung heifdt das: Es gibt stetig differenzierbare Funktionen

cl,...,c,,:I—>IRmity=Z}’zlcjyjundzj1 ;yj()—6v,n_1bfiirv=0,...,n—l.

Das hier auftretende lineare Gleichungssystem fiir die c;- hat die Determinante
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W (x), und da y;, ..., y, linear unabhingig sind, ist W (x) nullstellenfrei, d. h.

man kann c{, ..., c;, mit der Cramerschen Regel ausrechnen. Sei
V1 e Y-t 00y . Vn
M RN
._2 ._2 : 1_2 1_2
R e R R
Dann st ¢’ (x) = 5\}83 fir x € Tund j=1,..., n. Cjlasst sich bequem berechnen

durch Entwicklung nach der j-ten Spalte:

y} [N )’;‘—1 yz+1 N y;,
wn| M1 Vi Y e Un o
Cj(x) = (-)*"| . o P b x) = (W () b ().
n-2 n-2 n-2 n-2
S B B

Ergebnis: y ist Losung von (2.23) genau dann, wenn y = 3%, ¢;yj, wobeicy, ..., cn: I —
R die Form

o 5 W (1)
ci(x)=ciog+ (-1)*" L (t) dt xel, xgelfest
J( ) 7,0 ( ) Xo W(t) () ( 0 )
habenmitcj,o6Rfiirj=1,...,n. O

Zusatz Fiir jedes xo € I ist

)= ((—1)”"

j=1

* W (¢)
X0 W(t)

b(t) dt)yj(x) (x€I)

eine partikuldre Losung von (2.23).
2.4.5 Beispiel Sei n =2, y;, y, ein Hauptsystem der Differentialgleichung

y'+ary’ +aoy=">b (2.29)

mit stetigen ag, a;, b: I - R. Dann ist W; (x) = y, (x) und W; (x) = y (x), also
ist

y(x) = (_ x:)‘:;—((gb(t) dt)yl(x)+( x:i‘;((?)b(t) dt)yz(x)

n(t) »2(t)
yi(x) y2(x)

=/;0 W—(t)b(t) dt
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eine spezielle Lésung von (2.29)). Hier ist noch bekannt aus [2.4.3}

t
W (t) = W (o) exp (— f a (s) ds) ,
to
so dass alles elementar berechenbar wird: Fiir beliebige xo, ty € I ist

1

Wi S 2@ @) exp( [ an(s) ds)o (o) ar

0

y(x) =
eine partikuldre Losung von (2.29).

Nun wollen wir mit der Bestimmung eines Hauptsystems fiir auch Problem
angehen. Wie bei Systemen ldsst sich Problem (B) nicht allgemein 16sen (wohl
aber z. B. im Falle konstanter Koeflizienten!). Daher bietet sich das Reduktions-
verfahren von d’Alembert aus an. Wendet man aber dieses Verfahren an auf
das System (2.28)), das zur Differentialgleichung in Normalform (d. h. Ko-
effizient 1 bei y(")) gehort, so wird man auf Systeme gefiihrt, die nicht mehr die
spezielle Gestalt haben, d. h. die nicht zu linearen Differentialgleichungen
der Ordnung g in Normalform gehoren. Daher bietet sich folgende Variante des
fritheren Reduktionsverfahrens von d’Alembert an:

2.4.6 Satz (Reduktionsverfahren von d’Alembert) Es seien ag,...,d,-1:1 = R
stetig, und y;: 1 — R sei eine nullstellenfreie Losung der Differentialgleichung (2.24).
Vermaoge y = yv entsprechen die Losungen y von bijektiv den Losungen v
von

v b D r b =0, (2.30)

wobei

Ist wy, ..., wy_1 ein Hauptsystem der Differentialgleichung
w" D s w1 bw +bw =0, (2.32)

undsindvy, . .., vy_1 Stammfunktionen von wy, ..., Wy_1, SO ist Y1, Y2 == ViV, .. > Y =

V1)1 ein Hauptsystem von (12.24).
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BEwEls Wir setzen y = y;v und haben mit a,, :=1:

> aiyt? = ZaiZ(]))’(l Dy

i=0 i=0  j=0
=3 y0) Z( )a D)
j=0 i=j \J

Der Summand fiir j = 0 ist

da y; Losung von (22.24) ist, also beginnt obige Summe erst mit j = 1. Weiter ist der
Beitrag fiir j = n gleich

(n)( ) Wy =),

so dass wir wegen der Nullstellenfreiheit von y; mit b, :=1 haben:

n
Y aiy? =ylejV(j)-
i= =1

Damit ist die Bijektion zwischen den Losungen von und (2.30) klar. Sei-

en nun wy, ..., w1 ein Hauptsystem von (2.32), v1, ..., v,-; Stammfunktionen
von wy, ..., Wy_1. Dann sind yy, y2 :==v1y1, ..., ¥n = v4_1)1 LOsungen von (2.24).

Angenommen, Y, =1 nl iyj = 0 mit A1, ..., Ay € R. Abspalten des Faktors y; und
Division liefert:
n
A+ Y i =0. (2.33)
=2
Wir differenzieren und erhalten Z;’zz Ajw; 1 = 0. Aber wy,...,wy,_; bilden ein
Hauptsystem, folglich sind 1, = ..., 1, = 0 und wegen auch A; = 0. Also
sind yi, ..., y, linear unabhéngig und somit ein Hauptsystem. O

Damit ist Problem (B) auf das Auffinden einer Losung der homogenen Differen-
tialgleichung reduziert. Dafiir gibt es kein patentrezept, aber oft fiihrt geschicktes
Raten und Probieren zum Ziel.. . Beispiele dazu finden sich bei Heuser| (1995a)), S.
255fF
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2.4.7 Beispiel Sei n = 2. Ist y; eine Losung von

y'+ary’ +apy=0, (2.34)

und ist y; nullstellenfrei auf I, so ist im Sinne von (2.31)

x)= Ly ia; (x) yU (x ap =
by (x) yl(x); i)y () (a=1)
1 /
= (N )+ 21 ()
=ap (x) 422 (x) = a1 (x) + (log y7 (x))/

Beachte: Hier miissen wir log y? nehmen und nicht 2log y;, da y; negativ sein
kann. Die Differentialgleichung (2.32) lautet nun w’ + b; (x) w = 0, und diese hat
die Losung

wi (x) = exp (co - fx by (1) dt) (co konstant, x € I, xg € I fest)
X0

Coyl_2 (x)exp(— /xx a (1) dt)

0

mit einer Konstanten Cy # 0. w; hat die Stammfunktion

vl(x)=c1+[xxwl(t) dt

0

mit einer Konstanten C; und xp, x wie oben, und wir erhalten das Hauptsystem
¥1, 2 = v1 1. Auf die Werte der Konstanten Cy # 0 und ¢; € R kommt es dabei
tiberhaupt nicht an.

Probe der Differentialgleichung:

Y2 ="in
/o /I _ /
Vo= tviy =wi)1+vin

' 7 7 I 7 " I 4 "
Y2 =W+ Wiy VY E VY = Wiyt 2wy vy
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Also ist

143 I " 7 7 4
Yy tary, +agys=w ()’1 + a1y + aoyl) +2w1y; + Wiy + aiwin

=0!

=N witlart+t — | W

2.4.8 Beispiele  (a) y” + y = 0. Wir kennen die Losung y; (x) = cosx. Wir
betrachten diese Losung im Intervall I = ]—%, %[, dort ist y; nullstellenfrei.
Nach 2.4.7/finden wir eine linear unabhéngige Losung y, in der Form y, =
v1y1, wobei v; Stammfunktion von wy ist und wy Losung von w’ + by (x) w =
0. Hier ist a; (x) = 0, also

by (x) =ay (x) + 2% = (logcos® (x))/,

wi (x) = C_y? (x) = Cp—

bl
cos? x

X 1
2l (x)=f Co———dx =Cptanx + Cy.
xo  cosx

Wir wihlen Cy = 1, C; = 0; dann ist v; = tanx, y, = v; ¥ = sinx, und wir
haben das wohlbekannte Hauptsystem (zundchst nur auf I, aber die Funk-
tionen sind auf ganz R ein Hauptsystem.)

(b) Wir betrachten die Differentialgleichung y” -y’ cos x+y sinx = 0mit I = R.
Eine Losung ist y; (x) = *™* fiir x € R. Dazu gehort
/
by (x) =a(x) + 2M = —cosX +2COSX = COS X,
7 (%)
und ebenso fiir w: w’ + cosxw = 0, spezielle nicht-triviale Losung dazu:
w(x) = e ¥* mit Stammfunktion v (x) = fx’; e "t dt. Das gibt das
Hauptsystem

sin x

y1(x) = %,
)2 (x) =N (x)v(x) = / Sinx—sint 7,
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2.5 Stetige und differenzierbare Abhangigkeit der
Losungen

2.5.18atz Es seien G c R™*! ein Gebiet, f:G — R" stetig und beschrinkt: |f| < K
auf G, ferner gelte die Lipschitz-Bedingung

If (xou) = f ()], < Cllu = vl

fiir alle (x,u), (x,v) € G mit einem C > 0. Die Funktionen y,y:1 — R seien
stetig differenzierbar mit Graph y ¢ G, Graph y c G, y (x0) = y0, J (X0) = o mit
X0, X0 € I, y0, yo € R", und es gelte mit gewissen €, € > 0:

Dann gilt:

e+ é

ly (x) =9 (x) < —=

o (el =1) + (K +€) bxo = ol + [0 = Jol) T

Spezialfille:

(@) y'=f(x,y), %0 = %0, yo = yo. Dann ist

Iy () -5 @)l < & (B0 1) (e

(®) ¥ =f(x,9), 9 = f(x, 7). Dann ist

ly () = 5 (), < (K |xo = %ol + llyo = Joll,) el (xe1)

(Lipschitz-stetige Abhangigkeit von den Anfangswerten)
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BEwEIs Setze z := y — . Dann gilt:
Iz o)l < lly (x0) = 3 Go)l, + 17 (o) = 3 (3o)l,
X0
= ool +|| 5 0 o
X0 2
)%0 ’20
<lyo=golo+| [ (7 O =f ey en) de| +| [7 5 (e5(0)) ar

0« X0 N——
I-ll,<K

Il <& 2 2

< ”)’0 _}70”2 + (K"'é) |x0 —fC()l.

Das ist die Behauptung fiir x = xo.
Seinun x € I, x > x¢. Ist z (x) = 0, so ist die Behauptung klar. Sei also z (x) # 0,

c:=min{t € [x0,x]:2(s) #0 Vse]t,x]}.

Ist ¢ > x, so ist z (c) = 0. Also gilt stets: ||z (c)[, < [z (x0)l,. [|2ll, ],y st ste-

tig differenzierbar mit ||z||; = %, und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
2
liefert:
l12]l3] < ”z'”2 auf |c,x].

Nun gilt fir t € ]c, x]:

lll5 ()] <[l D], = Iy (1) - 5" ()],
<eré+|f(Ly(D) - f(Ly (D)),
<e+&+Clly () -7 (),
=e+é+Clz(1)],,

also gilt fiir c <d < x wegen z (¢) # 0 fir d < f < x:

[ o g ROl
d e+é+Clz(t)l, | Ja e+é+Clz(v)], ~ Ja ’

und somit

1

C

e+ &+ Cllz(x)],
e+é+Clz(d)],

<x-d,
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d. h.
e+é+Cllz(x)],<(e+&+Clz(d)|,) eClx=d)

d.h.fird | x:
e+&+Clz(x)], < (e+&+Clz(c)],) e < (e + &+ Cllz(x0),) )

Das aber bedeutet:

£+é X=X X=X
2 (@)l < == (907 <1) + 2 (o) | °0)

e+é _ . . . -
< T (eC(x x0) _ 1) + ((K+ ) |x _xol + ”}’0 —)’0”2) o C(x=x0)
Das gilt also fiir alle x € I, x > x. Analog fiir x < xo. m]

2.5.2 Beispiel (Differentialgleichung des mathematischen Pendels) In|o.2.7|hat-
ten wir die Differentialgleichung

. g . 2 . n g

¢ =—,sing=-wsing (w._ g)
kennen gelernt. Fiir kleine ¢ approximiert man sin ¢ ~ ¢ und 16st statt der wahren
Differentialgleichung die Naherungsgleichung § = —w*y, die eine harmonische
Schwingung beschreibt. Wir grofi ist der Fehler in den Losungen? Wir nehmen als
Anfangsbedingung to = 0, ¢ (0) = ¥ (0) =0, ¢ (0) = (0) = 7o und schreiben
um auf Systeme:

_{*Y_[n - _[v)_ [
=o)-0a) =)= )
r_ (o) _ )2 _ _
Yy = gD - _wZSinyl)_f(t’y)’ 8_0’
ol _ 1// — )A’Z
¥) \-*n)’
N N N N2 N
'—f(t,y)”2=|(—w2y1+w2s1ny1)| = w* |1 - sin 1.
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Wir kennen aber §: v (t) = “° sin wt fiir t € R, d. h. §; (t) = L sin wt,

w

P (1) = f(t,9(1)]], = o sm(@smwt) - @s1nwt|
w
1
|—smwt S——lnl =: &,
6 w

falls |"—a‘)’| <1, t € R, denn eine alternierende Reihe mit monoton abnehmenden
Gliedern ist betragsmaflig hochstens so grof wie der Betrag des ersten Terms.
Lipschitz-Bedingung:

== () ()

=|w* (sinul—sinv1)+(uz—Vz)2
D —— e ———
L =(u1—v1) cos &

N

( u1—V1 (Mz—VZ)z)
<Clu-vl,

mit C := max (1, wz). Wir befinden uns im Spezialfall, so dass gilt:

1 1 1
Iy (1) -5 ()1, < SIOE L (gaun ) Lol e

6
denn nach dem Mittelwertsatz ist e* —1 < xe* fiir x > 0.
Ergebnis: Fur ‘%‘ < 1gilt mit C := max (1, wz):

1 3
|g0(t) - @smwt| LIl eom (remy.
w 6 w

Die Bewegung des Pendels ist also (wenigstens fiir kleine Zeiten bzw. kleine Werte
von 1, also kleine Ausschlidge, ndherungsweise harmonisch.

Nicht nur in Abhdngigkeit von den Anfangswerten sind die Losungen des An-
fangswertproblems )’ = f (x, y) mit y (xo) = yo stetig. Man kann sich vorstellen,
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dass auch f noch stetig von weiteren Parametern abhéingt. Beschreibt die Glei-
chung z. B. die Bewegung eines Systems von Massenpunkten, so werden die Mas-
sen solche Parameter sein. In der Praxis sind sie nur bis auf unvermeidliche Mess-
fehler genau bekannt, und fiir den Mathematiker ergibt sich die nahe liegende
Aufgabe zu zeigen, dass kleine Anderungen in den Parametern nur zu kleinen
Anderungen in der Losung des Anfangswertproblems fithren. Das ist in der Tat
der Fall:

2.5.3Satz Sei in der Situation von [2.5.1] zusitzlich die Funktion f stetig abhingig
vom Parameter A fiir ||A — Ao ||, < ¢ (c > 0), und gelte die Lipschitz-Bedingung bzgl.
y gleichmifSig in bezug auf A, d. h.

If (2w, d) = f (%0, M)l < Cllu—vl,

fiir alle (x,u), (x,v) € G, |[A = Ado|| < c. Dann hingt die Losung y) (v X0, yo) des
Anfangswertproblems y' = f (x, y, 1), y (x0) = yo stetig ab von (x, yo, A).

Der Beweis verlduft dhnlich wie bei[2.5.1] und kann nachgelesen werden bei Cod-
dington und Levinson|(1998)) in Theorem 7.4 auf S. 29. Dort wird sogar eine prazi-
sere und schirfere Aussage bewiesen als Der Beweis stiitzt sich aber nicht
auf die Methode von sondern benutzt die Methode der sukzessiven Appro-
ximation. Noch etwas allgemeiner steht die Sache bei Walter| (1976a) auf S. 93 als
»oatz iiber stetige Abhdngigkeit®, und ein dhnlicher Satz steht bei Heuser| (1995a))
auf S. 144 als Satz 13.1. Bei Knobloch und Kappel| (1974al) steht im wesentlichen un-
ser Spezialfall[b) von[2.5.1} allerdings in einem Punkt wesentlich allgemeiner und
daher sehr technisch.

Neben der stetigen Abhidngigkeit von den Anfangswerten interessiert auch die
Frage nach der Differenzierbarkeit der Losungen nach den Anfangswerten und
entsprechend die Frage nach der differenzierbaren Abhéngigkeit von eventuellen
weiteren Parametern. Dabei wird man natiirlich annehmen, dass f nicht nur stetig
ist und einer Lipschitz-Bedingung geniigt, sondern dariiber hinaus auch hinrei-
chend oft differenzierbar ist.

2.5.4 Satz Es seien G ¢ R™! ein Gebiet und f:G — R", (x,y) ~ f(x,y) sei
stetigund bzgl. y stetig (partiell) differenzierbar. Dann geniigt f lokal einer Lipschitz-

Bedingung bzgl. y nach also gilt p.2.70 Fiir (xo, y0) € G sei y (%0, yo) die
eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems y' = f (x,y), y (x0) = »o
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mit maximalem Definitions-Intervall I (xo, yo) und

x
D:=1]xo|:x€I(x0,y0)¢C R"*2.
Yo
Dann ist D c R"+? offen, und die Funktion

X
D> | xo |~ y(x,x0, ¥0)
Yo

ist auf D stetig partiell differenzierbar.

Beweis Dies und noch mehr wird bewiesen bei[Knobloch und Kappel| (1974a),
und zwar die Offenheit von D als Satz 3.1 auf S. 122, die Differenzierbarkeit und
der Rest als Satz 3.2 auf S. 125. Vgl. auch |Walter| (1976d)) und |Arnold| (1979). m
steht auch im wesentlichen bei[Stepanovi (1976) auf S. 291 bzw. S. 296 (héhere Ab-
leitungen). Ein allgemeinerer Satz, der zusatzlich die Differenzierbarkeit nach Pa-
rametern beinhaltet, steht als Theorem 7.5 auf S. 30 bei|/Coddington und Levinson
(1998). Ein einfacher Satz iiber Differenzierbarkeit nach einem Paramter steht bei
Heuser|(1995a), S. 145 und Stepanov] (1976)), S. 294. Ein allgemeiner Satz tiber diffe-
renzierbare Abhingigkeit von Parametern steht bei| Walter| (1976¢). Eine sehr gute
Darstellung des Themas gibt Knobloch und Kappel (1974b). a

2.6 Trennungs-, Vergleichs-, Oszillations- und
Amplitudensatz

Ziel wird die genauere Untersuchung der Eigenschaften der Losungen linearer
Differentialgleichungen 2. Ordnung sein.

2.6.1 Beispiel Die Differentialgleichung y” + y = 0 auf R hat das Hauptsystem
y1(x) = cosx, y2(x) = sinx fiir x € R. Diese Funktionen haben bekanntlich
folgende Eigenschaften:

(a) y1, y2 haben hochstens abzéhlbar viele Nullstellen. Jede Nullstelle ¢ ist ein-
fach (d.h. y;j und y;. haben keine gemeinsame Nullstelle), und die Nullstel-
len hidufen sich nicht in R.
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(b) Die Nullstellen von y;, y, »trennen sich®, d. h.: zwischen je zwei aufeinan-
derfolgenden Nullstellen von y, liegt genau eine Nullstelle von y, und um-
gekehrt.

Dies ist ein Spezialfall eines allgemeinen Sachverhalts:

2.6.2 Satz (Sturmscher Trennungssatz) benannt nach Charles Sturm, 1803-1855,
schweizer Mathematiker.
Es seien ay, ai: I — R stetig. Dann gelten fiir die Losungen der homogenen Differen-
tialgleichung

Y +a1(x)y +ao(x)y=0 (aufI) (2.35)

folgende Aussagen:

(a) Isty # 0 eine Losung von (2.35)), so hat y hichstens abzihlbar viele Nullstellen.
Die Nullstellen sind siamtlich einfach und haben keinen Hdufungspunkt in 1.

(b) Die Nullstellen zweier linear unabhdngiger Losungen y, y, von trennen
sich.

Bewels siehe Heuser| (1995al), S. 329.

(a) Sei & € I Nullstelle der Losung y:I — R, y # 0. Dann ist y’ (&) # 0, denn
sonst wire ja y Losung des Anfangswertproblems bestehend aus der Diffe-
rentialgleichung mit y (§) = y' (¢) = 0. Dieses Anfangswertproblem
hat aber nur die triviale Lésung y = 0 nach.4.2fa). Also ist y’ (§) # 0, &
eine einfache Nullstelle.

Angenommen, die Nullstellen hdufen sich in x( € I: Dann gibt es eine Folge

von Nullstellen ¢, € I mit &, 2% Xo, & # xo fir alle n € N. Dann ist
y{(x0) =limye0 ¥ (£,) =0, ¥ (x0) =limy oo W = 0. Das aber ist
ein Widerspruch, denn wegen y # 0 und y (xo) = 0 ist y" (xo) # 0.

Die Menge der Nullstellen ist abzahlbar (ggf. endlich oder leer): Sei K c I
ein kompaktes Teilintervall. Da sich die Nullstellen nirgends in I hdufen, hat
jeder Punkt a € K eine offene Umgebung Uy, in der keine Nullstelle & # a
liegt. K ist kompakt, folglich gibtes ay, ..., a, € K,sodass K c UL, U,,. K
enthilt daher hochstens endlich viele Nullstellen, denn ist € € K eine Null-
stelle, so gilt: & € {ay,...,a}. Damit enthilt I hochstens abzéhlbar viele
Nullstellen von y.
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(b) Seinun y,, y, ein Hauptsystem von (2.35)), und seien &, &, zwei aufeinander
folgende Nullstellen von y,, & < &. Wir wissen:

yi(x) y2(x)
¥ (x) yy(x)

ist nullstellenfrei auf I. OBdA gelte W (x) > 0 fiir alle x € I (anderenfalls
ersetze man y; — —y;). Dann ist W(fj) = (Ej)yg (fj) >0 firj=1,2.
OBdA diirfen wir annehmen: y), (&) > 0 (sonst: y; = —y1, y2 = —y2). y2 ist
stetig differenzierbar, es gibt also ein & > 0, so dass y, auf [&§ - 8, & + 8] n 1
streng monoton wachsend ist, also y, (t) > 0 fir ¢t € [&,5+8] n I + @.
Wire nun auch y5 (&) > 0, so hitten wir die Existenz eines §; > 0, so
dass y, auf [&; — 8y, & + 81] N I streng monoton wachsend wire, insbeson-
dere also y; (s) < 0 fur s € [& — 81, & - 2[ n 1. Wihlen wir solche s, t, so
haben wir § < t < s < &, und nach dem Zwischenwertsatz liegt eine
weitere Nullstelle von y, zwischen ¢ und s: Das aber ist ein Widerspruch
zur Voraussetzung, dass & und &, aufeinander folgende Nullstellen seien.
Demnach ist y} (&) < 0 (der Fall y} (&) = 0 scheidet nach [d) aus). Nun
haben wir y; (&) ¥5 (&) > 0, ¥5(&) > 0, also y; (&) > 0 und ebenso
y(E-2)y5 (&) > 0und y5 (&) < 0, also y1 (&) < 0. Nach dem Zwi-
schenwertsatz liegt zwischen & und &, mindestens eine Nullstelle x; von
1. Gébe es eine zweite Nullstelle x; # x; von y1, & < x2,x1 < &, so gébe
es (gleicher Schluss wie oben mit x3, x, und y; an Stelle von &, &, und y;)
zwischen x; und x; eine Nullstelle von y,, was zu einem Widerspruch fiihr-
te. O

W(x)= (xeI)

Im folgenden legen wir lineare Differentialgleilchungen zweiter Ordnung nicht
in Normalform
Y +ay' +aoy=b (2.36)

mit stetigen ao, a;, b: I - R zugrunde sondern in etwas anderer Form:

2.6.3 Lemma (Aquivalente Umformulierung von (2.36)) Jede lineare Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung in der Normalform (2.36) ist dquivalent zu einer
Differentialgleichung des Typs

(py) +qy=r (2.37)

mit stetigen p, g, r: 1 — R, p > 0 stetig differenzierbar.
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Bewers (2.37)—>([2.36) (2.37) besagt: py” + p'y’ + qy = r, also wegen p > 0:

/

1 p / q r
yrTy toy=_,
p p P
und hier sind alle Koeffizienten-Funktionen stetig, da p stetig differenzier-

bar ist.

(2.36)—>(2.37) Gegeben sei (2.36), F eine Stammfunktion von g, (diese existiert,
da a; stetig ist). Mit p = ef, q = age®, r := bef sind p, q, r stetig, p > 0
stetig differenzierbar und

(py') +ay-r=e"y" +efary +efagy—efb=e" (y" + ary’ +aoy-b),

d.h. wenn gilt, so gilt mit den angegebenen p, g, . mi

2.6.4 Satz (Lagrangesche Identitit) Esseien p: I — R stetig differenzierbar, p > 0,
g: 1 — R stetig, Lu := (pu') + qu, falls u:I - R zweimal differenzierbar ist. Sind
u,v:1 - R zweimal differenzierbar, so gilt:

d d
Lv—vLu= - ")) = L (W (u,v)),
uly —vLu = — (p(wv' —vu')) T (p-W(u,v))
wobei W (u,v) = | /| die Wronskische Determinante von u und v bezeichne.

BeEwErs Nachrechnen:
ulv—vLu=u (pv" +p'v + qv) -v (pu" +p'u’ + qu)

=p (uv" - vu") +p (uv' - vu')

= (p (' -w)).

2.6.5 Satz (Sturmscher Vergleichssatz) Es seien p:I — R stetig differenzierbar,
P >0, q1,q2: 1 - R stetig und q; < q1 auf I. Ferner seien u # 0 eine Losung von

(pu'), +qu=0 (aufI) (2.38)

und v # 0 eine Losung von

(pv’)/ +qv=0 (aufI). (2.39)
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Dann liegt zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen von v (siehe )
mindestens eine Nullstelle von u. Achtung: Es wird nicht behauptet, dass v iiberhaupt
Nullstellen hat!

BEwEIs Es seien x; < x, zwei aufeinanderfolgende Nullstellen von v. OBdA
diirfen wir annehmen: v (x) > 0 fiir x; < x < x. Angenommen, die Behauptung
ist falsch. Dann ist u (x) # 0 fiir x; < x < x2, also darf o0BdA gleich angenommen
werden, dass u (x) > 0 fiir x; < x < x,. Nun multiplizieren wir mit v und
mit u, setzen Lw := (pw’)’ +gaw, und erhalten durch Subtraktion der ersten
Gleichung von der zweiten:

(u (pv')’ + qzuv) - (v (pu')l + qluv) =u (pv')/ —v (pu'), +(q2—q1) uv
=ulv-vLu+ (g2 - q1) uv

g4 4

Ix (p(w' =v')) +(q2-q1) uv =0

Integration iiber [x, x| liefert:

[ (@=a2) wvdse=[p(w' v )[? = p () u () ' (3)=p () w () ¥ (),
B >0 auf ]x,x2[

dav (x1) =v (x2) = 0. Nach unseren Normierungen ist das Integral positiv, also:

p(x2)u(x)v' (x2) = p(x1)u(x1)v' (x1) > 0. (2.40)

Hier ist v/ (x1) # 0 # v/ (x2), da nach 2.6.2a) die Nullstellen einfach sind, und
wegen v (x1) = v (x2) = 0und v |}, . > 0 folgt: v/ (x1) > 0 und v/ (x2) < 0.
Weiter ist p (x1) >0, p (x2) >0 und u (x1) >0, u (x2) > 0. Daher ist

p(x2) u(x2) v/ (x2) = p (31) u (x1) v/ (x1) <0,
—— —— —— e N e e e
>0 >0 <0 >0 >0 >0

und das steht im Widerspruch zu (2.40). Folglich hat u eine Nullstelle in ]x;, x,[.0

2.6.6 Beispiel Die Differentialgleichung y” + y = 0 (g1 =1, I = R) hat die nicht-
trivialen Losungen u (x) = Acos (x + «) mit A, « € R, A # 0, und diese Losungen
haben Nullstellen im Abstand 7.

Fiir 0 < w < 1 hat die Differentialgleichung y” + w?y = 0 (g2 = w* < q1, I = R)
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die nicht-trivialen Losungen v (x) = Bcos (wx + ) mit B, 3 € R, B # 0. Diese
Losungen haben Nullstellen im Abstand 7 > 7. Also liegt zwischen je zwei auf-
einander folgenden Nullstellen von v mindestens eine Nullstelle von u (evtl. liegen
auch mehrere Nullstellen von u zwischen zwei aufeinander folgenden Nullstellen
von v).

Fir w = 0 hat die Differentialgleichung " = 0 (g2 = 0 < g1, I = R) die nicht-
trivialen Losungen v (x) = ax + bmit a,b € R, (a,b) # (0,0), und keine dieser
Losungen hat zwei Nullstellen. Dann liefert keine Information. Ahnlich ist
die Lage fiir ' —~w?y =0 (0 > 0, ¢ = —~w* < q;, I = R). Hauptsystem ist e“*, e~**,
und eine nicht-triviale Losung v (x) = ae®* + be™“* mit a,b € R, (a,b) # (0,0)
hat fiir a = 0 oder b = 0 gar keine Nullstelle. Fiir a # 0 # b kann a > 0 angenom-
men werden, und fiir b < 0 ist dann v wachsend und hat genau eine Nullstelle,
d. h. auch hier liefert[2.6.5|keine Information.

2.6.7 Beispiel (Die Nullstellen der Besselschen Funktionen) Die Differentialglei-
chung
x*y" +xy + (x2 —vz)y= 0 (2.41)

heifdt die Besselsche Differentialgleichung, benannt nach dem Astronomen, Mathe-
matiker und Geoditen Friedrich Wilhelm Bessel, 1784-1846, der 1838 die Parallaxe
von 61 Cygni bestimmt hat und damit einen fundamentalen Beweis der Richtig-
keit des kopernikanischen Systems erbrachte. Normalerweise betrachtet man die
Besselsche Differentialgleichung auf C und ldsst auch komplexe v zu. Die Losun-
gen sind genau bekannt; fiir sie gelten zahlreiche Formeln, die man bei Bedarf
(neben vielen anderen) nachsehen kann bei Magnus u. a.|(1966)). Wir diskutieren
nur in R und setzen voraus:

y>0, x>0. (2.42)
Substituiert man
u=+/x-y, (2.43)
so ist (2.41) dquivalent zu
1 - 4v?
u" + 1+ u=0. (2.44)
4x2?
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Probe:

1

u=x2y,
;1 1 Ly
w=xrytxzy,

I s -1 1
u"=—Zx 2y +xT2y +x2y”,

—x7: (xzy" +xy + (x2 - v2) y) .
Da u und y dieselben Nullstellen haben, betrachten wir die Differentialgleichung
(2.44), denn sie hat unsere Standardform (2.37), die wir in Satz zugrunde

legen. Wir unterscheiden die drei Félle: 0 <v < %, y = % und v > %

0<v<i: Esgiltq, :=1<1+1_J:12"z

mit der Differentialgleichung

=: q fiir alle x > 0. Daher liegt der Vergleich

vVitv=0 (q2=1) (2.45)

nahe: Nicht-triviale Losungen von sind die Funktionen v (x) = sin (x — ¢)
fir x € R, wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist, und diese haben die
Nullstellen ¢+ k7 mit k € liefert: Fir0<v< % hat jede Losung y # 0

der Differentialgleichung (2.41) in jedem Intervall der Form 0 < ¢ + k7 <

x < ¢ + (k +1) 7 fiir beliebiges ¢ € R und k € Z mindestens eine Nullstelle.
D.h.: Jede Losung y # 0 von hat im Falle 0 < v < 1 unendlich viele
Nullstellen, und aufeinander folgende Nullstellen haben immer einen Ab-
stand < 71.|Heuser] (1995a) gibt auf S. 332 an, dass der Abstand aufeinander
folgender Nullstellen fiir n — oo gegen 7 konvergiert.

: Dann lautet (2.44) einfach: u” + u = 0, d. h. die Differentialgleichung ist
elementar und hat die nicht-trivialen Losungen u = Asin (x — ¢) mit A # 0
und ¢ € R. Im Falle v = % haben aufeinander folgende Nullstellen jeder
nicht-trivialen Losung y von den konstanten Abstand 7.

v>1: Nunistq, =1+% <1= gy, und wir vergleichen mitv’ +v =0:

4x?
Gegentiber dem ersten Fall sind jetzt aber die Rollen vertauscht, da g, =
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1+ %, Q=1 liefert: Zwischen je zwei aufeinander folgenden Null-

stellen jeder nicht-trivialen Losung y von liegt mindestens eine Null-
stelle von v (x) = sin (x — ¢), also mindestens eine der Zahlen ¢ + k7 mit
beliebigem ¢ € R und k € Z. Sei nun ¢y € R. In |@g, ¢o + 7[ hat dann
v (x) =sin (x — @) keine Nullstelle. Also kann y in |@g, ¢ + 7] keine zwei
Nullstellen haben. Im Falle v > % haben aufeinander folgende positive Null-
stellen einer nicht-trivialen Losung von (2.41) also stets einen Abstand > 7.

Die Existenz von Nullstellen im Fall v > % wissen wir bisher nicht; sie folgt

1-4y2 X2
4x? 1

= q fiir alle x > x¢. Die

so: Sei 0 < a < 1 fest; man denke sich « dicht bei 1. Wegen 1 +

. . —_ 42
gibt es zu « ein xg > 0, so dass g, = a® <1+ 14;’

Differentialgleichung

v+ atv=0 (2.46)

bietet sich jetzt zum Vergleich an: Zwischen je zwei Nullstellen der nicht-
trivialen Losung v (x) = sin (ax — ¢) von liegt mindestens eine Null-
stelle jeder nicht-trivialen Losung y von (2.41). Die Nullstellen sind hier die
Zahlen 1 (¢ + k) fiir k € Z, diese haben den Abstand Z. Insbesondere
existieren also fiir jedes solche y unendlich viele Nullstellen 0 < & < &, <
...< &, <. .., wobeié, ez, oo, und zusammen mit dem obigen Resultat
folgt fiir alle hinreichend grofien n:

T
< —& < —.
[0

Da hier « beliebig dicht bei 1 liegen darf, folgt: Fiir v > % hat jede nicht-
triviale Losung y von unendlich viele Nullstellen 0 < §; < &, < ... <

n—>oo

£y <. by =5 00, und es gilt: £, — & —— .

In braucht die Losung v gar keine Nullstellen zu haben, und dann liefert
der Satz keine Aussage. Der folgende gibt ein hinreichendes Kriterium fiir
die Existenz unendlich vieler Nullstellen:

2.6.8 Satz (Oszillationssatz) Es seien I = [a, oo[ und p, q wie in2.6.4} und es gel-
te:q>0aufl, [° 1% und [ q(x) dx divergieren. Dann ist jede nicht-triviale
Losung der Differentialgleichung (pu')’ + qu = 0 (auf I) oszillatorisch, d. h. hat un-
endlich viele Nullstellen. Nach[2.6.2 bilden also die Nullstellen eine monoton wach-
sende Folgea< § <& <... <&, <., &, 2%, 0, alle Nullstellen sind einfach,

u oszilliert.

127



BEwErs |Heuser (1995a), S. 334f. Wir setzen v := pu'; dann ist v/ = (pu')’ = —qu,

R O T R

(’;‘ Eg) 4 (3) (2.48)

denn das lineare System (2.47) hat nur die triviale Losung mit dem Anfangswert
( u(9) ) = (), und nach Voraussetzung ist u # 0. Wegen (2.48) ist

v(§)
u () _ sin 9 (x)
(V(f)) _r(x)(cos{)(x)) (x2a) (2.49)

1
mit den stetig differenzierbaren Funktionen r (x) := (u* (x) + v* (x))? und 9 (x)
fir x > a.

Fiir jedes £ > a ist

X—>00

Behauptung 9 (x) —— oo. Dann hat sin 9 (x) unendlich viele Nullstellen und
damit auch u.

BEGRNDUNG Aus ([2.49) folgt:

. 1
u'=r"sin9+r9 cos9 =~ cos 9,
/ / I . .
vi=r cos9 —rd sind =—¢grsin .

Hier wird die erste Gleichung mit cos 9, die zweite mit — sin 9 multipliziert und
addiert:

1
=9 = E cos? 9 + gsin®* 9 > 0. (2.50)

= 9:[a,00[ — R ist streng monoton wachsend. Die Behauptung wird bewie-
sen sein, wenn wir zeigen: 9 ist unbeschrinkt. Das zeigen wir indirekt: Wire
9 beschrinkt, so existierten die Grenzwerte « := lim,_, o0 cos> 9 (x) und B :=
lim,_, o sin? 9 (x), und es wire a + B = 1, insbesondere & > 0 oder B > 0. Sei

xo > a so grof}, dass cos® 9 (x) > £, sin* 9 (x) > g fur alle x > x¢. Dann liefert
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(2.50) fiir alle x > xq:

9(x)—9(x0)=/x9’(x) dx

X0

=[x ! cos? 9 (t) +q (t)sin* 9 (¢) | dt

0 ( ) N e’ N—— —
>a B
232 =32
o f" dt [3 K00
2= dt —— oo
x p(t) X0

nach der Voraussetzung des Satzes. Das aber ist ein Widerspruch, 9 somit unbe-
schrankt. v

Wenn nun eine Losung u # 0 von (pu’)’ + qu = 0 unendlich viele Nullstellen
hat, wie hoch/tief sind dann die ,,Ausschldge® (,Amplituden®, d. h. die Maxima
und Minima) zwischen den aufeinander folgenden Nullstellen? Dartiber gibt[2.6.9|
Auskunft:

2.6.9 Satz (Amplitudensatz) Es gelten die Voraussetzungen aus und zusdtz-
lich seien q stetig differenzierbar und nullstellenfrei auf I, pq monoton (wachsend
oder fallend) auf I. Dann gilt: Ist u # 0 eine Losung der Differentialgleichung Lu =
(pu')" + qu = 0, und sind x; < Xy, zwei aufeinander folgende Extrema von u, so
gilt: [u (xic)] < u (xn), falls (pq)” < 0, und |u (xi)| 2 |u (x|, falls (pq)" 2 0.
D. h.: Das Wachsen bzw. Fallen der Amplituden von u ist dem von pq entgegenge-
setzt.

Bewels siehe Heuser (19954), S. 335, oder Walter (1976a)), S. 193. Fiir v = u? +
Pl_q (pu’)? (Beachte: pu' ist differenzierbar, da (pu’)’ = —qu) gilt:

/ i, 1 / n/ (PQ)/ Y /(M’)2 >0, falls (PQ)/S
v =2uu +—2{pu u) - u) =-— —
Pq (p )\(p ), (pq)2 (p ) (pa) q <0, falls (pq)’ >
:—qu
=—2uu’

Wegen v (xi) = u® (x) folgt:

0 (0)| {s ju ()l falls (pg)’

IV I/\
=

> |u (xxn)|, falls (pq)’
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Zusatz Ist (pq)’ < 0 bzw. > 0, so nehmen die Amplituden streng zu bzw. streng
ab.

2.6.10 Beispiel Schon inf2.6.7/haben wir gezeigt: Jede Losung y:]0, 00[ - R, y #
0 der Besselschen Differentialgleichung

xzy"+xy'+(x2—v2))/=0 (v>0fest;x > 0) (2.51)

hat unendlich viele Nullstellen. Wir haben sogar gesehen: Die Abstinde aufeinan-
der folgender Nullstellen konvergieren gegen 7. Wir zeigen noch einmal die Exis-
tenz unendlich vieler Nullstellen mit|2.6.8] Die Differentialgleichung lautet:

2
(xy')’+(x—v;)=0 (x>0),

dhp=x,gq=x- ";2 Betrachten wir die Differentialgleichung nur fiir x > v + 1,

so ist klar: Auf [v + 1, oo[ ist p > 0, g > 0 und die Integrale .3 1% und /7 qdx

divergieren. Daher hat jede Losung y # 0 von auf [v + 1, oo[ unendlich viele

Nullstellen. Weiter ist (pq) (x) = x> — v* streng monoton wachsend, g nullstel-

lenfrei fiir x > v. Dann liefert[2.6.9} Ist y # 0 eine Losung von (2:51), und sind v <

Xk < Xj41 zwei aufeinander folgende Extrema von y, so gilt: |y (xx)| > |y (xk+1)|-
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3 Rand- und Eigenwertprobleme

Contents
3.1 Randwertprobleme] .. ..................... 131
3.2 Das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem| . . . . . .. .. 140

3.1 Randwertprobleme

Problemstellung: Vorgelegt sei die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
y"+a1y’+agy = b auf dem kompakten Intervall I = [a, b] mit stetigen ag, a1, b: I —
R. Bisher haben wir fiir xg € I, o, 1 € R das Anfangswertproblem y (x9) = yo,
¥ (x0) = y1 gelost und gezeigt, dass dieses Anfangswertproblem stets eindeutig
losbar ist. Neben dem Anfangswertproblem sind in Mathematik, Naturwissen-
schaften und Technik besonders die Randwertprobleme von Bedeutung: Dabei
ist die gesuchte Funktion besonderen Bedingungen in den beiden Endpunkten
des Intervalls [a, b] unterworfen. Ein Beispiel dafiir ist eine schwingende Saite,
die an beiden Enden aufgehéngt ist (siche dazu Heuser (1995a), S. 372-376).
Solche Randbedingungen sind z. B. die sog. Randbedingungen

erster Art: y(a) =, y(b) =4
zweiter Art: y' (a) =1, ¥ (b) =123

dritter Art: o1y (a) + a2y’ (a) = m, Py (b) + B2y (b) = 12 mit (g, a2) #
(0,0) # (B1, B2)-

Diese Randbedingungen sind linear in y, aber nicht die allgemeinsten linearen
Randbedingungen; man koénnte auch Randbedingungen des Typs

ary (a) + a2y’ (a) + azy (b) + asy’ (b) = mPry (a) + B2y’ (a) + B3y (b) + Bay’ (b) =n2
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mit linear unabhéngigen Vektoren (e, ..., a4), (f1, .. ., Ba) betrachten. Natiirlich
kann man entsprechende Probleme fiir lineare Differentialgleichungen n-ter Ord-
nung betrachten; das geschieht z. B. bei|Weise| (1966).

Zur Vereinfachung betrachten wir nur den Fall von Differentialgleichungen
zweiter Ordnung. Dieser Fall ist durchaus typisch und fiir Anwendungen beson-
ders wichtig. Wir konzentrieren uns also auf die sog.

3.1.1 Problem (Sturmsche Randwertaufgabe) Gegeben seien im kompakten In-
tervall I = [a, b] die Funktionen p, g, g:I - R, p > 0 stetig differenzierbar, g und
g stetig. Gesucht sind die Losungen y der Differentialgleichung

(P)’/), +tqy=§ (aufI), die den Randbedingungen

{Ray =oy(a)+ay (a)=m (3.1)
Ryy = Pry (b) + 2y’ (b) = 12

mit vorgelegten konstanten (a1, az) # (0,0) # (B1, f2), 11> 12 € R gentigen.

Warnung: Schon sehr einfache Randwertprobleme konnen unlésbar oder nicht
eindeutig 1osbar sein.

3.1.2 Beispiele  (a) y” +y=0,1=0,27]

Randbedingung I: y (0) =0, y (27) = 1. Jedes Losung y (x) = ¢; cos x +
c2sinx der Differentialgleichung ist 27-periodisch,
die Randbedingung ist also niemals erfiillt. - Andert
man diese Randbedingung zu

Randbedingung IT: y (0) =0, y (27) = 0, so heif3t das: ¢; = 0. Das Rand-
wertproblem hat also die unendlich vielen Losungen
ye(x) = csinx mit c € R.

Randbedingung III: y (0) =0, y’ (27r) = 1. Dann besagen diese Bedingun-
gen fiir y: ¢; = 0, ¢; = 1, d. h. das Randwertproblem
hat die eindeutige Losung y (x) = sinx fiir x € I.

(b) " =0,1=[0,1]; Lésungen y (x) = ax + f mit a, f € R.

Randbedingung I: y (0) =# -1, y (1) = 1, liefert das Gleichungssystem
B = 11, & + B = 112, und das ist eindeutig l6sbar fiir
alle 71, 172.
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Randbedingung IT: y’ (0) = #1, ¥’ (1) = 1, liefert das Gleichungssystem
fir o, f: @ = 1, @ = 12, und das ist fiir 7 # 7, gar
nicht, fiir 7; = 7, nicht eindeutig l6sbar.

3.1.3 Lemma (Alternative) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) Die Sturmsche Randwertaufgabe aus[3.1.1/hat genau eine Losung.
(b) Die zugehorige homogene Sturmsche Randwertaufgabe
(p) +ay=0,  Ray=Ryy=0 (3.2)

ist nur trivial 1osbar.

Ra}’l Ra}’z
Ryy1 Ry

40.

BEWEIS Sei yg irgendeine Losung der inhomogenen Gleichung und y1, 2
ein Hauptsystem von (3.1.3). Dann hat jede Losung y von (3.1) die Form y = yy +
ciy1+c2y2. Nun gilt: Aussagela) ist gleichbedeutend mit der eindeutigen Losbarkeit
des linearen Gleichungssystems

(c) Fiir jedes Hauptsystem y;, y, von (3.1.3) gilt:

Ray=Ruyo+caRay1 + c2Ray2 =1
Ryy=Rpyo + ciRpy1 + c2Rpy2 =12

: . Ray1 Ray2
nach ¢y, ¢, das wiederum besagt: | ' " # 0. < Das homogene Randwert-

problem ist nur trivial 16sbar. i

Frage: Wenn das homogene Randwertproblem nur die triviale Losung hat,
wie findet man dann die Lésung des inhomogenen Problems (3.1)? Die Antwort
erfolgt in zwei Schritten:

(A) Es geniigt die Losung fiir 7, = 1 = 0: siehe[3.1.4]
(B) Bestimmung der Losung im Falle #; = 7, = 0: siehe[3.1.5]

3.1.4 Satz Unter den Voraussetzungen von sei das homogene Randwertpro-
blem nur trivial losbar. Ferner sei w:[a,b] — R die (nach vorhandene
eindeutig bestimmte) Losung des halbhomogenen Problems

(pw) +aw=g~((pf) +af)  (awfI=[a,b]),

R,w=Ryw =0,
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wobei f:[a,b] — R irgendeine zweimal stetig differenzierbare Funktion ist mit
Raf = ni, Ry f = 12 (man kann z. B. stets f als Polynom wihlen). Dann ist y := w+ f
die (nach vorhandene eindeutig bestimmte) Losung des Sturmschen Randwert-

problems (3.1).

BEwEIS ) ) )
(py') +ay=(pw') +qw+(pf') +af =%
—_—
=g-((pf") +af)
und R,y = Raw + Raf =11, Rpy = Ryw + Ry, f = 172. a

3.1.5 Satz  Vorgelegt sei das halbhomogene Sturmsche Randwertproblem

{(py’)' +qy=g aufI=[a,b]

(3-3)
Ray=Rpy=0

mit den Voraussetzungen aus[3.1.1, und das zugehirige homogene Randwertproblem
sei nur trivial losbar. Dann gibt es ein Hauptsystem y, y, der Differentialglei-
chung (py") + qy = 0, welches den Randbedingungen Ry, = 0, Ry, y, = 0 geniigt.
Mit yi, y, bilde man die Greensche Funktion (benannt nach George Green, 1793-
1841):

2yl g << x<b

p(a)W(a)
die Wronskische Determinante sei. Dannist p (x) W (x) =

n(x)ya (1)
G(x,t):= {P(a)ww a<x<t<b

wobei W (3) = 15 165

p (a) W (a) fiir alle x € [a, b], da (pW)" = p'W + pW' =p’W+p_Tp’W = 0. Die
eindeutig bestimmte Losung y des Randwertproblems lisst sich dann angeben
in der Form

y(x)=/abG(x,t)g(t)dt (xeab]).

Die Greensche Funktion hat folgende Eigenschaften:

(i) G:[a,b] x [a,b] — R ist stetig und symmetrisch: G (x,t) = G (t, x) fiir alle
t,x €[a,b].

(ii) Fiir x # t ist G nach x differenzierbar und erfiillt die Differentialgleichung

(pGx (1)) +49G (1) =0,
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wobei Gy die Ableitung nach dem ersten Argument bezeichne.

(iii) Auf der Diagonalen t = x existieren noch die einseitigen Ableitungen von G,

und es gilt:
_n(x)y(x) )
Gx(x+0,x)—p(a)W(a) fira<x<b,
AWpE |
Gx(x—O,x)—W fura<x£b,

insbesondere gilt die Sprungrelation

1
Gy (x+0,x) -Gy (x-0,x)=——  fiira<x<b.

p(x)

Resultat: Ist G bekannt (d. h. sind y,, y, bekannt), so ldsst sich fiir jedes g das Rand-
wertproblem losen. Bestimmung von y1, y: siehe Beweis.

BeEwels Die homogene Differentialgleichung hat zwei eindeutig bestimmte
Losungen yi, y2, die den Anfangswertbedingungen y; (a) = ay, ¥1 (a) = —a; bzw.
y2(b) = B2, y5 (b) = —B> mit den Koeflizienten a, a2, 1, f2 aus geniigen.
= Ray1=0,Rpy, =0.

Behauptung yj, y, bilden ein Hauptsystem von

BEGRNDUNG Wegen (o, a2) # (0,0) # (f1, B2) sind y1 #£ 0 # y,. Wiren yy, y,
linear abhingig, so wire y; = Ay, mit A € R, A # 0, und y; wire Losung des
homogenen Problems (3.2)). Das ist ein Widerspruch, denn nach Voraussetzung
hat das homogene Problem nur die triviale Losung, aber y; # 0. v

Sei nun y: [a, b] — R die Lésung des halbhomogenen Problems (3.3)). Dann lasst
sich (Variation der Konstanten) y schreiben in der Form y = ¢;y; + c2 ¥, mit stetig
differenzierbaren Funktionen cy, ¢;: [a, b] — R. Wir wollen die Formeln ausm
und fiir ¢, ¢; benutzen und schreiben dazu unsere Differentialgleichung in
der Form:
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und b = £. Dann ist nach |2.4.4 und [2.4.5| mit x¢ = a:

|
~

= )/2 (1) g(t) dt,
(1) p(t
—b(t)

s [P 205
9=enr | Wi

mit

n *p'(1)
w =W - dt
(x) = vy (x0) exp o 700
——
=ai(t)
W (x0) p (x0)

= W (x0) exp (- [logp (1)]5,) = p(x)

d.h. p(x) W (x) = p(a) W (a) konstant fiir alle x € [a, b]. Das setzen wir oben
ein und erhalten:

1 X
Cl(x)—Clo—m_/; y2 (t) g (1) dt, »

1 x '
Cz(x)—Cz,o—W/a yi(t)g(t) dt

Die Konstanten cy,o, ¢2,0 sind aus den Randbedingungen zu bestimmen. Wir wis-
sen a priori, dass solche eindeutig bestimmten Konstanten existieren, welche y zur
eindeutig bestimmten Losung des Randwertproblems machen. Nach
mit b = » ist

I4 7
N+ ey2=

YL+ Yy =

= o9

also

y(a)=ci(a) y(a)+cz(a)y2(a)
y'(a) = c(a) y1(a) +c2(a) y3(a).
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= Ryy=a1y(a) + a2y (a) =c1(a) Ray1 +c2 (@) Ryy2 = c2 (a) Ry ya.
——
-0

Hier ist R, ¥, # 0, denn wire R, y, = 0, so hitten wir

aryr(a) + azy; ()

ary (a) + a2y} (a)

- 63
0, 35
d.h. (a1, a2) # (0,0) wire Losung des homogenen linearen Gleichungssystems
(3.5). Aber (3.5) hat die Determinante W (a) # 0, das ist ein Widerspruch.

= R,y = ¢z (a) Ryy, mit R, y, # 0, und die Randbedingung R,y = 0 ist gleich-
bedeutend mit ¢; (a) = 0. Analog bei b: R,y = 0 <> ¢; (b) = 0. Das setzen wir in

(3.4) ein und erhalten:

C1’0=—p(a)1W(a) /;byz(t)g(t) dt, d.h a (x) =—p(a)1W(a) /;b;vz(t)g(t) dt;
=0 dh cz(x)=m/;xy1(t)g(t) dt.

Die Losung y von (3.3) ist also gegeben durch

Y () =a (I () +er (1) ()= [ Gt (e) de

mit der Greenschen Funktion

y1(x)y2(t)
G(x,t):= {P(a)W%a) a<x<t<b

;1((;))5\;(3 a<t<x<b.

Die Greensche Funktion hat die in [3.1.5genannten Eigenschaften:

(i) G(x,t)=G(t,x) furalle t,x € [a, b] und die Stetigkeit von G sind klar.

(i) Fir x # tist G (-, t) nach x differenzierbar und erfiillt die Differentialglei-
chung

(pGx (1)) +qG (~t) =0.

(iii) Auf der Diagonalen t = x existieren noch die einseitigen Ableitungen von
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G, und es gilt:

Gx(x+0,x)—};((:))%é((:)) fira<x<b,
Gx(x—O,x)z};l((;))‘if((:)) fira<x<b,

Gx(x+0,x) =Gy (x—0,x) p(lx) fira<x<b,
denn (@)W (@)
S(x) =y (x) y2(x) =W (x _pla a
y1(x) y3 (%) = y1(x) y2 (x) (x) »(x) a

Zusatz Als Funktion von x geniigt G auch den Randbedingungen R,G (-, t) =
RyG (-, t) = 0. Das folgt sofort aus den Randbedingungen R, y; = 0 und R, y, = 0.

Frage: Wenn das homogene Randwertproblem eine Losung y # 0 hat, un-
ter welchen Bedingungen ist dann das halbhomogene Problem (3.3) 16sbar? Die
Antwort gibt der folgende

3.1.6 Satz  Wenn das homogene Randwertproblem eine Losung y1 # 0 haf} so
ist das halbhomogene Problem genau dann losbar, wenn

[abg(t)yl(t) dt=0. (3.6)

Bemerkung Diese Losung kann wegen nicht eindeutig bestimmt sein.

BEwEIs Wir setzen Ly := (py’)’ + qy und haben die Lagrangesche Identitit aus

vLu —ulv = (p (vu' - uv')) .

"Der Losungsraum von (3.2)ist dann eindimensional, der Losungsraum von (3.2) ohne Randbe-
dingungen zweidimensional, und es gibt eineLdsung mit R,y # 0 wegen der Losbarkeit des
Anfangswertproblems.
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=" Sei (3.3) 16sbar mit Lésung y und y; # 0 eine Losung von (3.2)). Dann ist

b b
[ Loy =L yde= [Cgyn(e) di
=g =0

S () (n (Y (1) -y () y ()], = [P(t)

Ist nun a; = 0 in (3.1, soist ay # 0, d. h. ¥’ (a) = y; (a) =0, also

yi(a) y(a)
yi(a) y'(a)

Im Falle o # 0 ist
1

(441

y(a) y(a) aiyr(a) +azy;(a) ary(a) +azy (a) Rayi Ray
yi(a) ' (a) 1 (a) y'(a)

Gleicher Schluss bei b liefert (3.6)).

1

(451

~<=" Gelte (3.6), und y sei Losung von Lyo = g. Weiter sei y, Losung von (3.2),
so dass i, ¥, ein Hauptsystem von bilden. Nach der Fufinote auf Seite
geniigt dann y, nicht den Randbedingungen in (3.2)). Schirfer: Dann ist
R, y2 # 0: Wire namlich R, y, = 0, so wire

aryr (a) +azy;(a) =0
a1y (a) + azys (a) =0,

>

und dieses lineare Gleichungssystem hitte die Losung (o, a2) # (0,0). Das
aber ist ein Widerspruch, denn

n(a) y2(a)
/ Ciay | 7O

y(a) ys(a)

Also: R, y, # 0. Wir setzen nun eine Losung von an in der Form y =

Yo+cya,also Ly = g, wobeic € Rsobestimmt sei,dass R,y = R, yo+cRay2 =

0. Dadurch ist ¢ eindeutig bestimmt. Nun haben wir

b b
/a L) yl_L(yl)ydf:/u g(t) y (1) dt=0
=8 =0
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nach Voraussetzung; andererseits ist nach der Lagrangeschen Identitit die
linke Seite gleich

yi(a) y(a)
yi(a) ' (a)

n(b) y ()| _
y ‘ p(a)

=0 nachWahl von y (s.0.)

1 (b) y(b)‘zo
ROBA0

Hier ist (i EE:; ) # (3), da y1 # 0 wegen der eindeutigen Losbarkeit des

Anfangswertproblems. Es gibt also ein A € R, so dass

(&)= ()

= y = Ay, denn sowohl y als auch 1y, l6sen das Anfangswertproblem mit
den Anfangswerten Ay, (b) und Ay; (b). = Rpy = ARpy = 0. y ist also
Losung von (3.3). mi

3.2 Das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem

3.2.1 Beispiel Die Differentialgleichung der schwingenden Saite fithrt auf folgen-
des Problem: Differentialgleichung "' + 1y = 0 auf I = [0, 7] mit den Randbedin-
gungen y (0) = y (i) = 0. Ist y # 0 eine Losung dieses Problems, so ist

V[T @ dx== [T @)y @) dx= [ @y @ [T 0)

N— ———
=0 nach RB

also A > 0, und wegen der Randbedingungen ist notwendig A > 0. Dann hat
die Differentialgleichung nach genau die Losungen y (x) = acosv/At +
Bsin\/At. Die Randbedingungen liefern: y (0) = 0 < a = 0 und y (0) y (7) =
0 < y(x) = Bsinv/At, wobei f8 sin/Axr = 0. Hier gilt wegen A > 0:

sinVAr=0<V1ieN<IneN A=n?eN.

Ergebnis: Das Randwertproblem y” + Ay = 0, y (0) = y (7) = 0 ist nur fiir die
Zahlen A = n? mit n € N nicht-trivial 16sbar, und dann sind y, (x) = sin nx mit
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n € N bis auf konstante Faktoren genau alle Losungen. Die Eigenfunktionen y,
sind orthogonal in bezug auf das Skalarprodukt

(f.g) = fo fgdx
auf C [0, 7] oder besser L2 (0, ), denn

T 7[1
f sinmxsinnxdx=[ E(cos(m—n)x—cos(m+n)x) dt
0 0

4 1 : T_ 1 . _
7 — 4, [sin2nx]g =73 fir m =n,
[>(

2

sin(m—n)x—msin(m+n)x)]g=0 fir m # n,

2 2
<\/;)’ma \/;)’n) = 8m,n-

Frage: Kann man jeden Ton der Saite durch Uberlagerung harmonischer Schwin-
gungen herstellen? Das fithrt zu Fourier-Reihen.

d.h.

3.2.2 Problem (Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem) (auf kompakten Inter-
vallen auch reguléres Sturm-Liouville-Problem), benannt nach Joseph Liouville,

1809-1882.

Auf [a, b] seien p > 0 stetig differenzierbar, g stetig, r > 0 stetig; ferner (o, a2) #

(0,0) # (B1, B2). Gesucht sind die A € R, fiir welche das homogene Randwertpro-

blem

(py') +aqy+Ary=0, (37)
{Rly =y (a) +azy (a) =

>

0
Ryy =iy (b) + P2y’ (b) =0 G

eine Losung y # 0 hat.
Schreiben wir die Differentialgleichung (3.7) in der Form

‘% ((py) +ay) =y, (3.9)

so fragen wir also nach den Eigenwerten der linearen Abbildung auf der linken
Seite von (3.9), fiir welche die Eigenfunktionen den Bedingungen geniigen.
Diese A heiflen Eigenwerte von (3.7), (3.8), die zugehorigen y # 0 die Eigenfunk-
tionen.
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3.2.3 Satz (Existenzsatz) Das reguldire Sturm-Liouville-Eigenwertproblem aus
hat eine streng wachsende Folge (1, ) ., von Eigenwerten Ay < Ay < ..., wobei

An =25 oo, Jeder Eigenwert ist einfach (d. h. der zugehérige Eigenraum ist eindi-
mensional). Ist u, # 0 eine Eigenfunktion zum Eigenwert A, und

b :
v,,:=(f ruidx) Un (n>0),

so ist die Folge (v,) .5, orthonormal in bezug auf das Skalarprodukt

(f.0)= [ fgdx,

d.h. {Vm, V) = Om,n. vy hat in |a, b[ genau n Nullstellen (n > 0). Zwischen je zwei
Nullstellen von v, liegt eine Nullstelle von v,,,.

3.2.4 Satz (Entwicklungssatz) In der Situation von gilt: Jedes f € C' (I) mit
Rif = Ryf = 0 ldsst sich in eine absolut und gleichmdfSig konvergente Reihe nach
den Eigenfunktionen entwickeln:

f=Zocnvn mit o = (f,un).
n=0

Zusatz gilt im Sinne absoluter und gleichmifliger Konvergenz auf [a, b]
schon dann, wenn f € C [a, b] stiickweise stetig differenzierbar ist und in all den
Randpunkten von [a, b] verschwindet, in denen ug verschwindet.

Neben punktweiser Konvergenz interessiert man sich in der Theorie der Fourier-
Reihen besonders fiir die Konvergenz im quadratischen Mittel, da fiir diese be-
sonders einfache Sétze gelten: Sei

b
L% (a,b;r) = {f [a,b] - R: f messbar und f If? rdx < oo},
a
und fl'irf,gef,2 sei
b
(f.8) = /u fgrdx,

dazu | f| = (f, f)? (iber C integriert man fgr).
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3.2.5 Satz (Entwicklungssatz in £2) Jedes f € L£* (a, b;r) ldsst sich in eine Reihe
nach den Eigenfunktionen des Sturm-Liouville-Problems entwickeln. Diese konver-
giert im quadratischen Mittel gegen f, d. h.

2

Lb (f(x) _ki: <f,1/lk>uk (x)) r(x) dx n—>_oo) 0.

Nachzulesen bei Heuser| (1995b) und [Walter| (1976b). Ferner:|Peyerimhoft (1970),

Storch und Wiebe (1999), Coddington und Levinson! (1998): Dort wird auch das

singuldre Sturm-Liouville-Problem behandelt, und es werden auch Differential-

gleichungen héherer Ordnung diskutiert. Weiter: Jorgens und Rellich!(1976), Weid-
mann| (1987). Ein gutes Buch tiber gewdhnliche Differentialgleichungen ist auch

Hsieh und Sibuya (1999).
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