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Einleitung

0.1 Vorwort

Dieses Skript mag manche Funktion haben, allerdings mit Sicherheit nicht die-
jenige eines Lehrbuchs. Vielmehr möchte es eine Ergänzung zur Vorlesung sein
und als Hilfe bei der Bearbeitung der Übungsaufgaben und der Klausurvorbe-
reitung dienen. Es ist entstanden nach dem Manuskript der Vorlesung von Prof.
Elstrodt im Sommersemester 2001, das Prof. Elstrodtmir freundlicherweise in der
Vorlesungs-freien Zeit zur Verfügung gestellt hat.

0.2 Motivation

Unter einer Di�erentialgleichung versteht man eine Gleichung zwischen einer
Funktion f, ihren Ableitungen f�, . . . , f�n� und der Variablen x vom Typ

F �x, f �x� , f� �x� , . . . , f�n� �x�� � .

Wir wollen das etwas präziser aussprechen:

0.2.1 De�nition Es seien I ` R ein Intervall, G ` Rn� (n C ), f� I � R n-mal
di�erenzierbar, und für x > I sei

�x, f �x� , f� �x� , . . . , f�n� �x�� > G
f erfüllt eine gewöhnlicheDi�erentialgleichung n-terOrdnung ,wenn es eine Funk-
tion F�G � R, F ~� , gibt, so dass

F �x, f �x� , f� �x� , . . . , f�n� �x�� �  �x > I� (0.1)

Lässt sich (0.1) nach f�n� �x� au
ösen in der Form

f�n� �x� � H �x, f �x� , f� �x� , . . . , f�n�� �x�� (0.2)
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mit passendemH, so heißt dieDi�erentialgleichung explizit (von n-terOrdnung).

Auf solcheDi�erentialgleichungenwirdman in vielen Bereichen derMathema-
tik und Physik geführt. Gerade die Physik ist hier eine reiche Quelle interessanter
Beispiele: Die grundlegenden Gesetze der Physik sind ja von dem Typ, dass sie
angeben, wie groß die Änderung einer physikalischen Größe ist, z. B.

Bewegungsgesetz Kra� = Impulsänderung = Masse � Beschleunigung nach
dem 2. Newtonschen Gesetz.

Induktionsgesetz Induzierte Spannung = – Änderung des magnetischen Flus-
ses, in Formeln

Uind � c EdΓ � �
dΦ
dt

nach der sog. Lenzschen Regel.

Gesetz des radioaktiven Zerfalls Änderung der Teilchenzahl = �λ� Teilchen-
zahl. Dabei ist λ A  die Zerfallskonstante. (Schrödinger-Gleichung)

Das Ziel in der Physik besteht im allgemeinen darin, aus einer Gleichung dieses
Typs und ggf. vorhandenen weiteren Bedingungen (”Anfangsbedingungen“) die
jeweils interessierende physikalische Größe zu bestimmen. Wir betrachten diese
Aufgabe hier unter rein mathematischen Aspekten und interessieren uns hier für
die Aufgabe, die Lösungen von (0.1) zu bestimmen. Auch wird es eine wesentli-
che Aufgabe für uns sein, allgemeine Kriterien dafür zu �nden, wann (0.1) eine
Lösung hat (Existenzsätze), und unter welchen Bedingungen eine solche Lösung
ggf. eindeutig bestimmt ist. Die Physikerwissen, dass ein vernün�ig gestelltes Pro-
blem genau eine Lösung hat, und es ist Aufgabe der Mathematiker, diese plau-
sible Grundüberzeugung durch handfeste allgemeine Kriterien zu untermauern
(Eindeutigkeits-Satz). Natürlich interessieren wir uns auch für Lösungsverfahren
für spezielle Di�erentialgleichungen.
Bezeichnungsweise: In der �eorie der gewöhnlichen Di�erentialgleichungen

heißt die gesuchte Funktionmeistens nicht f sondern y � y�x�, undman schreibt
(0.1) in der Form

F �x, y, y�, . . . , y�n�� �  �x > I� , (0.3)

wobei man sich bei y, y�, . . . , y�n� das Argument x eingetragen denken muss. O�
hat die Variable x die Bedeutung ”Zeit“ und wird dann in der Regel mit t bezeich-
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net. Natürlich braucht man sich bei der Betrachtung von Di�erentialgleichungen
nicht auf Funktionen einer Variablen zu beschränken:

0.2.2 De�nition Sei M ` Rn o�en, y�M � R m-fach stetig partiell di�erenzier-
bar, G ` Rp (phinreichend groß), und für alle x > M sei

�x, . . . ,xn, ∂y∂x , . . . , ∂y∂xn , . . . , ∂ν�...�νn

∂xν � ∂xνnn
y� > G

(ν � . . .� νn B m). Genügt y einer Gleichung der Form

F �x, . . . ,xn, ∂y∂x , . . . , ∂y∂xn , . . . , ∂ν�...�νn

∂xν � ∂xνnn
y� � 

mit einer Funktion F�G � R, F ~� , so sagt man, y genüge einer partiellen Di�e-
rentialgleichung der Ordnungm.

Beispiel: Für jede holomorphe Funktion f�M � C (M ` R � C) genügen
u �� Re f und v �� Im f der Potentialgleichung

� ∂

∂x
�
∂

∂x
�u � , � ∂

∂x
�
∂

∂x
�v � 

Mit partiellen Di�erentialgleichungen werden wir uns hier gar nicht beschä�i-
gen, da sie eine sehr umfangreiche �eorie eigener Art erfordern. Indirekt grei�
die �eorie der partiellen Di�erentialgleichungen aber auch in die �eorie der
gewöhnlichen Di�erentialgleichungen ein, denn sie führt vermöge der Metho-
de der Separation der Variablen auf viele interessante Beispiele von gewöhnli-
chen Di�erentialgleichungen und Probleme über gewöhnliche Di�erentialglei-
chungen.
Um einen ersten Eindruck zu geben, betrachten wir einige Beispiele:

0.2.3 Beispiel y� �  auf einem Intervall I ` R. Dann gibt es ein c > R mit
y�x� � c für alle x > I. Der aus Elstrodt (2002) bekannte Beweis basiert auf dem
Mittelwertsatz der Di�erentialrechnung. Die Di�erentialgleichung hat hier nicht
nur eine sondern unendlich viele Lösungen. Kenntman aber die Lösung an einem
Punkt x > I, etwa y�x� � α, so ist y eindeutig festgelegt: y�x� � α für alle x > I.

0.2.4 Beispiel (Freier Fall im homogenen Schwerefeld) Ein im Punkt s �  ru-
hender Körper (”Massenpunkt“) wurde zur Zeit t �  losgelassen und falle unter
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dem Ein
uss der Schwerkra� senkrecht nach unten im Vakuum (”freier Fall“).
s �t� sei der Weg, den der Körper zur Zeit t A  zurückgelegt hat. v �t� sei die
Geschwindigkeit zur Zeit t. Dann gilt:

v �t� � ds
dt
�t� �� ṡ �t� .

(In der Physik wird nach Newton die Ableitung nach der Zeit durch einen über
die Funktion geschriebenen Punkt bezeichnet.) b �t� sei die Beschleunigung zur
Zeit t, also

b �t� � dv
dt
�t� � v̇ �t� � s̈ �t� .

Nach Voraussetzung ist nun

b �t� � g � Fallbeschleunigung � ,m ~ s .
Das gibt die Di�erentialgleichung

s̈ � g. (0.4)

�
d
dt
�ṡ � gt� � 

0.2.3
� ṡ � gt � α �t C �

mit geeignetem α > R.

�
d
dt
�s � 


gt � αt� � Ô� s �t� � 


gt � αt � β �t C �

mit geeignetem β > R. Das ist die allgemeine Lösung der Di�erentialgleichung
(0.4). Welches sind nun die Werte von α und β? O�enbar ist s �� � β der Ort
des Massenpunktes zur Zeit t �  und ṡ �� � α die Geschwindigkeit des Massen-
punktes zur Zeit t � .Wir betrachten den Fall der Anfangsbedingungen s �� � 
und ṡ �� � . Dann wird s �t� � 

 gt
 (Fallgesetz von Galileo Galilei). Man sieht

durch Einsetzen: s �� � , d. h. ein Sprung aus einer Höhe von m dauert un-
gefähr 1 Sekunde, s �� � , d. h. ein Sprung vom Mathematik-Gebäude dauert
ca. 2 Sekunden.

0.2.5 Beispiel (Exponentielles Wachstum bzw. Abfallen) In vielenNaturgesetzen
ist die Änderung einer Größe proportional zum Bestand. Das führt auf die Di�e-
rentialgleichung

y� � λy �x > I� (0.5)
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mit einer festen Konstanten λ > R.

� �ye�λx�� � �y� � λy� e�λx �  �x > I�
0.2.3
� y�x� � αeλx �x > I�

mit einer Konstanten α > R, und dies ist o�enbar wirklich eine Lösung von (0.5).
Damit haben wir alle Lösungen von (0.5). Ist z. B.  > I, so ist y durch den An-
fangswerg α � y�� eindeutig festgelegt. – Die Gleichung (0.5) kommt z. B. in der
Natur vor bei folgenden Gelegenheiten:

(i) Barometerformel: p�h� sei der Lu�druck in der Höhe h über dem Erdbo-
den, h > I �� �,ª�, dp

dh � �ρg, wobei ρ � ρ �h� die Dichte der Lu� in der
Höhe h sei, g wie gehabt die Fallbeschleunigung. (Gerthsen und Meschede
(2004): ”Beim Anstieg um ∆h ändert sich p um �ρg∆h.“) Nach der Gas-
gleichung ist aber p � V konstant (V entspricht dem Volumen), d. h. wegen
ρ � M

V (M entspricht der Masse) ist p
ρ �

p
ρ konstant.

�
dp
dh

� �
p
ρ
g²

�λ�const

�pÔ� p�h� � αe� ρ
p

gh �h C �
mit geeignetem α. Hier ist α � p der Lu�druck am Boden, und wir erhalten
die Barometerformel

p� pe
�

ρ
p

gh �h C �
Diese Formel gilt bei einer Atmosphäre konstanter Temperatur, die in der
Realität auf der Erde nicht vorliegt! Bei einer Temperatur von 0°C (� ρ �
, kg/m) und einem Normaldruck von ca. 1013,25 hPa liefert die Baro-
meterformel: Bei Anstieg um 5,541 km halbiert sich der Lu�druck.

(ii) Gesetz des radioaktiven Zerfalls: Die Anzahl der in der Zeiteinheit zerfal-
lenden Atome einer radioaktiven Substanz ist stets proportional zur Anzahl
der vorhandenen (noch nicht zerfallenen) Atome N �t�:

∆N � �λN∆t �∆t hinreichen klein�
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Sto� Halbwertszeit
U (Uran) , �  Jahre
U (Uran) , �  Jahre

Ra (Radium) 1599 Jahre
Rn (Radon) 3823 Tage

Po (Polonium) 105 Jahre
Po (Polonium) , � � Sekunden
Po (Polonium) ,  Sekunden
¿ (�onium) , �  Jahre
¿ (�onium) 1912 Jahre
C (Kohlensto�) 5730 Jahre
Pu (Plutonium) 24 360 Jahre

Tabelle 0.1: Einige Halbwertszeiten

wobei λ A  eine positive Konstante ist, die nur vom Material abhängt,
nicht aber von äußeren Versuchsbedingungen wie Druck, Temperatur, che-
mischer Bindung etc. Wir idealisieren die Situation, nehmen N als di�eren-
zierbare reellwertige Funktion an und erhalten die Di�erentialgleichung

dN
dt

� �λN

mit der sog. Zerfallskonstante λ.

� N � Ne�λ�t�t�, N � N �t� , t � Anfangszeit

Die Anzahl der Atome nimmt also exponentiell ab. Wie schnell die Abnah-
me erfolgt, hängt nur von der Materialkonstante λ ab. Wann ist nur noch
die Häl�e des zur Zeit  vorhandenen Materials da? Ist N � 

N, so ist
e�λ�t�t� � 

 . Sei t�t �� t  die sog.Halbwertszeit , d. h. λt  � log  � ,

und damit t 

�

log 
λ und λ �

log 
t 


. An Stelle der Zerfallskonstanten wird

meistens die Halbwertszeit angegeben, und diese ist von Material zu Mate-
rial sehr unterschiedlich (siehe Tabelle 0.1). Nach dem Kohlensto�-Isotoph
C ist die sog. C-Methode zur Altersbestimmung benannt, für die Wil-
lard Frank Libby 1960 den Nobelpreis für Chemie erhielt. Nach 10 Halb-
wertszeiten ist vom ursprünglich vorhandenen Material noch � � 

 �
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vorhanden. – Die natürliche Radioaktivität des Urans kann z. B. zur Al-
tersbestimmung der Erde verwandt werden: Man bestimmt die Anzahl N
der in einem (möglichst alten) Stück Fels enthaltenen U. Sodann braucht
man N, die Anzahl der zur Entstehungszeit der Erde vorhandenen Atome
U. Diese Anzahl lässt sich über das (stabile) Zerfallsprodukt Pb (Blei),
das im Fels steckt, näherungsweise ermitteln. Da die Halbwertszeit bekannt
ist, �ndet man: Alter der Erde � , �  Jahre. Selbst bei der Altersbestim-
mung von Gemälden leistet das radioaktive Zerfallsgesetz gute Dienste; so
konnte schon manche Fälschung als solche entlarvt werden. Das tri� z. B.
auf die berühmten Fälschungen von Han van Meegeren zu. Dieses Beispiel
und viele andere Beispiele aus der Praxis �ndet man in Braun (1975).

Exponentielles Wachstum einer Bakterienpopulation: Sei B�t� die Anzahl der
Bakterien zur Zeit t. Für kleine ∆t ist ∆B�t� � αB�t�∆t mit α A . Wenn wir
idealisieren und B�t� als di�erenzierbare Funktion annehmen, erhalten wir die
Di�erentialgleichung

B� �t� � αB�t� �t > I z. B.
� �,ª��

und diese hat die Lösung B�t� � Beαt mit B � B��. Die Bakterienpopulation
wächst also exponentiell rasch an, und das kann auch in der Natur sehr rasch
gehen, wie man z. B. an Zeitra�eraufnahmen am Mikroskop eindrucksvoll sehen
kann. Nach einer bestimmten Zeit t, der Verdoppelungszeit, werden doppelt so
viele Bakterien vorhanden sein wie zur Zeit : B � Beαt , d. h. t �

log 
 . Nach

der Zeit t hat sich die Population um den Faktor  �  vermehrt, also rund
vertausendfacht. – Für die Menschheit auf der Erde ist t �  Jahre. Das dür�e
ungefähr hinkommen, denn ich habe noch auf der Schule um 1950 gelernt, dass
es rund 2 Milliarden Menschen gebe. t �  Jahre entspricht α � , pro Jahr,
also B � Be,t, wobei t in Jahren angegeben werden muss. Wegen e,� � ,
stimmt das einigermaßen, denn z. Zt. gibt es rund 6MilliardenMenschen auf der
Erde. Erst im Jahre 2500wird es etwas eng, denn dann steht jedemMenschen noch
genau 1m fester Erdober
äche zur Verfügung – sofern das Wachstum anhält.

0.2.6 Beispiel (Harmonischer Oszillator) Bei mäßiger Entfernung des Massen-
punktes aus der Ruhelage ist die rücktreibende Kra� K � �Dx, x � x �t�, t > R,
D � Federkonstante. Andererseits ist nach Newton K � mẍ �Masse � Beschleu-
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nigung, und wir erhalten die Di�erentialgleichung des harmonischen Oszillators:

ẍ � ωx � , ω
�
D
m
, ω A , t > R

(freie Schwingung ohne Dämpfung). Diese Di�erentialgleichung lässt sich wie
folgt elementar lösen: Dazu setzen wir

y �� x � x �� cosωt � ẋ ��
ω

sinωt

und �nden: ÿ�ωy � .� d
dt �ẏ � ωy� � .� ẏ�ωy � C für alle t > Rmit

passendem C. Wegen y�� � ẏ�� �  ist C � , also ẏ �ωy � .� y � ẏ � ,
also

x �t� � x �� cosωt � ẋ ��
ω

sinωt �t > R, ω � πν�
d. h. x ist eine harmonische Schwingung. Das kannman noch etwas anders fassen:

Setze A �� �x �� � � ẋ��
ω ��~. Dann gibt es genau ein α > R, so dass x��

A �

cosα und ẋ��
ωA � sinα, und dann ist

x �t� � A�cosα cosωt � sinα sinωt� � Acos �ωt � α� �t > R�
Damit wird vollends klar, dass x eine harmonische Schwingung der Amplitude A
ist mit Phasenverschiebung α. Gedämp�e Schwingungen werden wir später be-
trachten.

0.2.7 Beispiel (Mathematisches Pendel) Seiφ � φ�t�dieAuslenkung eines Pen-
dels der Länge ℓ. Dann beträgt der zurückgelegteWeg ℓ�φ, die wirkende Kra� also
nach Newtonmℓφ̈. Andererseits beträgt die gesamte Schwerkra�mg, die wirksa-
me Komponente alsomg sinφ. Wir kommen also zur Bewegungsgleichung:

φ̈ �
g
ℓ
sinφ.

Diese ist unabhängig von m! Diese Di�erentialgleichung lässt sich nicht elemen-
tar lösen. Für kleine Schwingungen ist näherungsweise sinφ � φ, und die Schwin-
gung ist näherungsweise harmonisch. Allgemein führt die Lösung der Di�erenti-
algleichung auf elliptische Funktionen. Das ist ein durchaus typisches Phänomen:
Viele Di�erentialgleichungen, die keine elementaren Lösungen haben, führen auf
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wichtige neue Funktionen, z. B. die hypergeometrischen Funktionen, Besselsche
Funktionen, Legendre-Funktionen etc.

0.2.8 Beispiel Di�erentialgleichung der Schar der Parabeln mit Brennpunkt 0
und y-Achse als Symmetrieachse, Brennweite p:

y �
x

p
�
p


�pA �
� y� � x

p.

� yy� � x�x
p

� � � x �y� � � .
Für variables pgenügen die Parabeln alle der Di�erentialgleichung

yy� � x �y� � � .
0.2.9 Beispiel Di�erentialgleichung der Schar von Parabeln und Geraden des
Typs y � Ax � Bx � C, y��� � mit A,B,C > R.

0.2.10 Beispiel Di�erentialgleichung der Parabelschar

y�x� � �x � α� �α > R�
y� �  �x � α� ,
y� � y

Diese Di�erentialgleichung hat neben den obigen Parabeln z. B. noch die Lösung
y � .
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1 Elementare Lösungsmethoden
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1.1 Explizite Differentialgleichungen 1. Ordnung,
Beispiele elementar integrierbarer
Differentialgleichungen

GeometrischeDeutung expliziter Di�erentialgleichungen 1. Ordnung: SeiG ` R,
I ` R ein Intervall (beliebigen Typs), y� I � R, und für alle x > I sei �x, y�x�� > G.
Ferner sei f�G � R, und y genüge der expliziten Di�erentialgleichung

y� � f �x, y� . (1.1)

Ist nun x > I, so ist �x, y�x�� > G, und die Funktion y hat in x die Steigung
y� � f �x, y�. Wir tragen daher in �x, y� > G einen Einheitsvektor ab mit �α ge-
gen die x-Achse, tanα � f �x, y�. Das tun wir in allen Punkten �x, y� > G und er-
halten ein Richtungsfeld. Ist nun �x, y� > G, so betrachtenwir die Aufgabe: Löse
die Di�erentialgleichung y� � f �x, y� mit der Anfangsbedingung y�x� � y.
Geometrisch bedeutet das: Bestimme eine ”Kurve“ y�x�, welche durch �x, y�
verläu� und die Eigenscha� hat, dass in jedem Punkt �x, y�x�� der Vektor des
Richtungsfelds gleichzeitig Tangentenvektor an die Kurve ist.
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Unter hinreichenden Glattheitsvoraussetzungen an f ist es durchaus plausibel,
dassmandurch jedenAnfangswert �x, y� genau eine solche Lösungskurve legen
kann.Es wird ein wesentliches Ziel des nächsten Kapitels sein, das streng nachzu-
weisen.

1.1.1 Beispiel G � I � R, und f sei nur abhängig von x. Dann hat die Di�erenti-
algleichung (1.1) die Form

y� � f �x� �x > I� (1.2)

Das Richtungsfeld hängt dann gar nicht von y ab. Sei f stetig. Dann liefert der
Hauptsatz der Di�erential- und Integralrechnung: Für jedes x > I ist φ�x� ��
R x
x f �t� dt eine Lösung der Di�erentialgleichung φ� � f, und alle Lösungen die-
ser Gleichung erhält man in der Form y�x� � φ�x� � C mit C > R. Ist y > R

beliebig vorgegeben, so existiert genau eine Lösung y von (1.2) mit y�x� � y,
und zwar

y�x� � y � S x

x
f �t� dt �x > I�

Diese Lösung existiert in ganz I: Das Anfangswertproblem ist eindeutig lösbar.

1.1.2 Beispiel G � R�J und f nur abhängig von y: Dann hat (1.1) die Form

y� � f �y� �x > R� (1.3)

mit in J stetigem f. Das Richtungsfeld hängt dann gar nicht ab von x. Zur Lösung
nehmen wir an, es sei y eine Lösung, x > R und f �y�x�� ~� . Da f stetig ist,
gibt es eine ganze Intervall-Umgebung U von x mit f �y�x�� ~�  für alle x > U,
und auf U gilt dann

y�

f �y� � . (1.4)

Integration von x nach x liefert

S
x

x

y�

f �y� dx � S y

y

dy
f �y� � x � x,

denn auf U ist entweder stets f �y�x�� A  oder stets @ , d. h. y� stets A  oder
stets @ , d. h. ystrengmonoton, und die Substitutionsregel kannmit yangewandt
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werden. Bezeichnet also F eine Stammfunktion von 
f , so ist F �y� � F �y� �

x � x, also F �y� � x � x � F �y�. Mit G �� F� SF�U� ist dann
y � G �x � x � F �y�� �x > U� (1.5)

Probe: Die Funktion (1.5) erfüllt die Anfangsbedingung y�x� � G �F �y�� � y,
und es gilt:

y� � G� �x � x � F �y�� � 
F� �y� � 


f�y�

� f �y�
Insbesondere haben wir gezeigt: Unter den obigen Annahmen ist das Anfangs-
wertproblem y� � f �y�, y�x� � y (lokal) eindeutig lösbar. Dazu folgendes
konkretes

1.1.3 Beispiel y� �
»SyS, G � R. Symmetrie: Ist y eine Lösung auf �α,β�, so ist

auch z �x� �� �y��x� eine Lösung auf ��β,�α�. Wir betrachten daher zunächst
nur positive Lösungen. Sei also I ` R und y S I A . Nach 1.1.2 ist y�ºy � , d. h.�ºy�� � , d. h. ºy � x � C mit C > R, und das gilt nur für x A �C, da laut
Vorgabe y A .� y�x� � 

 �x � C� für x A �C. Diese Lösungen lassen sich zu
Lösungen auf ganz R fortsetzen: Setzen wir

yC �x� �� ¢̈̈¦̈̈¤

 �x � C� für x C �C,
�


 �x � C� für x B �C

,

so ist yC für jedes C > R eine Lösung der Di�erentialgleichung y� �
»SyS. Insbe-

sondere hat für alle �x, y� > R das Anfangswertproblem y� �
»SyS, y�x� � y

eine Lösung. Diese ist aber nicht eindeutig bestimmt: z. B. löst yC� das Anfangs-
werteproblem y�� �  (x � y � ), aber auch y �  ist eine Lösung dieses
Anfangswertproblems! Es gibt unendlich viele weitere Lösungen , denn für belie-
bige α,β > R, α @ β ist

y�x� �� ¢̈̈̈̈¦̈̈̈̈¤

 �x � β� für x C β,
 für α B x B β,
�


 �x � α� für x B α

(siehe Abb. 1.1) eine Lösung, und diese erfüllt für beliebige α @  @ β die An-
fangsbedingung y�� � . Also: Für die Di�erentialgleichung y� �

»SyS hat jedes
Anfangswertproblem unendlich viele Lösungen.
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Abbildung 1.1: yα,β mit α � � und β � 

1.1.1: y� � f �x� und 1.1.2: y� � f �y� lassen sich verallgemeinern zu

1.1.4 Beispiel (Di�erentialgleichungen mit getrennten Variablen)

y� � f �x� g�y� , (1.6)

wobei f� I � R, g� J � R stetig seien und I, J ` R Intervalle. Als Lösungsansatz
bietet sich nach 1.1.2 und 1.1.3 y�

g�y� � f �x� an (y � y�x�), also
S

y

y

dη
g�η� � S x

x
f �ξ� dξ, (1.7)

d. h. G �y� �G �y� � F �x� � F �x�,
G �y� �G �y� � S y

y

dη
g�η� , F �x� � F �x� � S x

x
f �ξ� dξ

Dann liefert Au
ösung nach y:

y � H �F �x� � F �x� �G �y�� , H � G�.

Dieser Ansatz klappt in der Umgebung jedes Punktes y > Jmit g�y� ~� :
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1.1.5 Satz Vorgelegt sei die Di�erentialgleichung (1.6), wobei f� I � R, g� J � R

stetig seien. Ferner seien �x, y� > I� J und g nullstellenfrei in J. Dann gibt es eine
(ggf. einseitige) Umgebung U von x und eine Lösung y�U � J der Di�erential-
gleichung (1.6) auf U, welche der Anfangsbedingung y�x� � y genügt, und zwar
ergibt sich y durch Au
ösen von (1.7) nach y.

Beweis Angenommen, es sei yeine Lösung von (1.6) in einer UmgebungU (ggf.
einseitig) von x mit y�x� � y. Für alle ξ > U gilt dann y��ξ�

g�y�ξ�� � f �ξ�, und
Integration über �x,x� (bzw. �x,x�) liefert:

S
x

x

y� �ξ�
g�y�ξ�� dξ � S x

x
f �ξ� dξ.

Ist nunG eine Stammfunktion von 
g , so ist

d
dξG �x �ξ�� � y��ξ�

g�y�ξ�� , also haben wir,
wenn wir mit F eine Stammfunktion von f bezeichnen:

G �y�x�� �G �y� � F �x� � F �x� .
Nun ist g stetig und nullstellenfrei, also 

g A  auf ganz J oder 
g @  auf ganz J.

� G ist stetig di�erenzierbar und streng monoton, hat also eine streng monotone
Umkehrfunktion H �� G�.

y�x� � H �F �x� � F �x� �G �y�� auf U

� y ist eindeutig bestimmt. Dieses y ist wirklich eine Lösung, denn:

y� �x� � H��F �x� � F �x� �G �y�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
�G�y�x��

�F� �x� � 
G� �y�x�� f �x� � g�y�x�� f �x� ,

und es gilt

y�x� � H �F �x� � F �x� �G �y�� � H �G �y�� � y. j

1.1.6 Beispiel y� � ey sin x. Die Voraussetzungen von 1.1.5 sind erfüllt, und unser
Ansatz liefert: e�yy� � sin x, d. h. ��e�y�� � �� cos x��, also e�y � cos x � C mit
konstantem C, d. h. y�x� � � log �cos x � C�. Der De�nitionsbereich D von y
hängt stark ab von C:

C A  D � R.
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Abbildung 1.2: yC mit C � � 
 , C � , C � 

 , C � , C � , C � 

� @ C B  Es gibt ein α > �,π�mit C � � cosα, und dann ist cos x�C � cos x�
cosα A , falls �α @ x � πk @ αmit k > Z. Dann ist also

D � �
k>Z

�πk � α,πk � α� .
C B � nicht sinnvoll, D � g.

Sind �x, y� > R beliebig vorgegeben, so gilt wegen log ��,ª�� � R:
y�x� � y� y � � log �x � C�� e�y � cos x � C� C � e�y � cos x,

und dieses C ist notwendig A �, d. h. das zugehörige y ist sinnvoll, da x > D.
Ergebnis: Für alle �x, y� > R ist das Anfangswertproblem

y� � ey sin x, y�x� � y
lokal eindeutig lösbar. Für X � e�y�cos x A  ist die Lösung auf ganzR de�niert,
für � @ C B  hat die Lösung den obigen De�nitionsbereich D.

Obgleich die Di�erentialgleichung keine Problememit demDe�nitionsbereich
bereitet, sind die Lösungen nicht notwendig auf ganzR de�niert. Selbst eine ”klei-
ne“ ÄnderungderAnfangswerte kann ganz erhebliche Änderungenbei der Lösung
bewirken (siehe Abb. 1.2).
O� lassen sich Di�erentialgleichungen durch einfache Transformationen auf

bekannte Di�erentialgleichungen zurückführen:
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1.1.7 Beispiel
y� � f �ax � by� c� (1.8)

mit a,b, c > R. Sei gleich b ~�  (sonst liegt 1.1.1 vor). Ansatz:u �x� � ax�by�x��c.
� u� � a � by� � a � bf �u� (1.9)

also eineReduktion auf 1.1.2.Umgekehrt: Jede Lösungu von (1.9) liefert eine Lösung
y von (1.8).

1.1.8 Beispiel y� � �x � y�. u �� x � y� u� �  � y� �  � u.� �arctanu�� � ,
d. h. arctanu � x�C (nur möglich, solange x�C > ��π

 ,
π
 �), also u � tan �x � C�

und somit y � tan �x � C� � x. Zur Probe rechnet man nach:

y� � tan� �x � C� �  �  � tan �x � C� �  � �x � y�
1.1.9 Beispiel (Homogene Di�erentialgleichungen) Die Funktion f �x, y�, f ste-
tig, heißt homogen , falls für alle λ > R gilt: f �λx, λy� � f �x, y�. Dann ist mit
λ �� 

x für x ~� :

f �x, y� � f�, y
x
� �� g� y

x
� ,

d. h. die Di�erentialgleichung hat die Form:

y� � g� y
x
� �x ~� , g stetig� (1.10)

Ansatz: u �
y�x�
x .

� y� � �ux�� � u � xu� � g�u� ,
d. h. die Di�erentialgleichung nimmt die Form an:

u� �
g�u� � u

x
, (1.11)

so dass eine Reduktion auf eine Di�erentialgleichung mit getrennten Variablen
vorliegt. Umgekehrt liefert jede Lösung von (1.11) vermöge y � ux eine Lösung
von (1.10).
Richtungsfeld einer homogenen Di�erentialgleichung: Auf allen Geraden durch
0 ist y

x � c konstant, und auf dieser Geraden ist die Richtung festgelegt durch
tanα � g�c�. Das sieht so aus wie in Abb. 1.3.
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Abbildung 1.3: Richtungsfeld einer homogenen Di�erentialgleichung

1.1.10 Beispiel Die Di�erentialgleichung

y� �
y
x
�
x

y
� g� y

x
� (1.12)

ist homogen. Setze u �
y
x . Aus (1.11) folgt dann: u

� �
g�u��u

x � � 
xu , d. h. u

u� �
�


x , also � 

u
�� � � �log SxS�� für x ~� , d. h. u � � log SxS � C für x ~� , also

y � x �� log SxS � C� für x ~� .
Für beliebiges C > R und x ~�  ist das wirklich eine Lösung von (1.12), denn

yy� � x �� log SxS � C� � x �� 
x
� � 

y

x
� x,

d. h. y� � y
x �

x
y (beachte: y ~� !).

Anfangsbedingungen: Der Anfangswert x �  ist o�enbar nicht sinnvoll. Sei x ~�
, y > R: y erfüllt die Anfangsbedingung y�x� � y genau dann, wenn y �

x �� log SxS � C�, d. h. wenn C �
y
x
� log SxS. Das Anfangswertproblem (1.12)

mit y�x� � y ist also auf �,ª� (im Fall x A ) bzw. auf ��ª,� (im Fall
x @ ) eindeutig lösbar.

1.1.11 Beispiel y� � f� ax�by�c
αx�βy�γ�mit a,b, c,α,β,γ > R. Zur Reduktion der Di�e-

rentialgleichung unterscheiden wir 2 Fälle:

1. Fall: det � a b
α β � ~� . Wir wollen neue Variablen einführen gemäß x � u � h,
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y � v � kmit konstanten h, k > R, die wie folgt gewählt werden:

ax � by� c � au � bv � ah � bk � c,
αx � βy� γ � αu � βv � αh � βk � γ,

und wegen det � a b
α β � ~�  können h, k so gewählt werden, dass ah � bk �

c �  und αh � βk � γ � . Dann hat die Di�erentialgleichung die Form
v� � f� au�bv

αu�βv�, und das ist eine homogene Di�erentialgleichung.

2. Fall: det�a b
α β� � . Dann sinddie beidenZeilen dieserMatrix linear abhängig.

(i) a � b � α � β � : Dann ist die Di�erentialgleichung trivial.
(ii) �a b� ~� � �. Dann gibt es ein λ > R, so dass �α β� � λ�a b�.

Die Di�erentialgleichung hat also die Form y� � f� ax�by�c
λ�ax�by��γ�.

(1) b � : klar
(2) b ~� : Setze z �� ax�by, dann ist z� � a�bf� z�c

λz�γ�, also haben
wir eine Reduktion auf den Fall (1.3) aus 1.1.2

(iii) �a b� � � �, aber �α β� ~� � �. Damit die Di�erential-
gleichung interessant ist, setzen wir c ~�  voraus und setzen g�t� ��
f� t� für t ~� , undhabendieDi�erentialgleichung y� � g�αx�βy�γ

c �,
also eine Reduktion auf den Fall (2ii) mit λ � .

In allen Fällen ist die Di�erentialgleichung damit auf bekannte Fälle reduziert.

1.2 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

1.2.1 De�nition (Lineare Di�erentialgleichung erster Ordnung) Eine Di�eren-
tialgleichung heißt linear von erster Ordnung, wenn sie die Form

fy� � gy � h (1.13)

mit stetigen f, g,h� I � R hat. Ist f nullstellenfrei, so kann gleich f �  angenom-
men werden, und dann hat (1.13) die Normalform

y� � gy � h (1.14)

mit stetigen g,h� I � R. Ist in (1.14) h � , so heißt (1.14) homogen, sonst inho-
mogen.
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1.2.2 Satz Vorgelegt sei die lineare Di�erentialgleichung erster Ordnung (1.14) mit
stetigen g,h� I � R. Dann existiert zu jedem �x, y� > I � R genau eine Lösung
y� I � R von (1.14)mit y�x� � y, und diese Lösung ist gegeben durch

y�x� � �y � S x

x
h �t� exp�S t

x
g�u� du� dt� exp��S x

x
g�t� dt� �x > I�

(1.15)

Beweis (i) Lösung der homogenen Di�erentialgleichung y� � gy � : Sei y
Lösung der Di�erentialgleichung y� � �gy. Man dividiert an dieser Stelle
nicht durch y, da y �  eine Lösung ist, y also a priori nicht notwendig
nullstellenfrei ist.

�
d
dx

�y�x� exp�S x

x
g�t� dt�� � �y� �x� � g�x� y�x�� exp�S x

x
g�t� dt� � 

Die Funktion ist folglich konstant, also ist wegen der Anfangsbedingung
y�x� � y:

y�x� � y exp��S x

x
g�t� dt� �x > I�

Dieses ist wirklich eine Lösung der homogenen Di�erentialgleichung! Das
ist (1.15) im Falle h � , also ist die Behauptung bewiesen für h � .

(ii) Allgemeiner Fall: Wir setzen (”Variation der Konstanten“)

z �x� �� y�x� exp�S x

x
g�u� du� �x > I�

Dann ist die Anfangsbedingung y�x� � y� z �x� � y.
� z� � �y� � gy�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�h wg (1.14)

exp�S x

x
g�u� du� � h �x� exp�S x

x
g�u� du�

(1.16)

� z �x� � S x

x
h �t� exp�S t

x
g�u� du� dt � y (1.17)

löst dieDi�erentialgleichung (1.16) und erfüllt dieAnfangsbedingung z �x� �
y.
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Ergebnis: Wenn eine Lösung y von (1.14) mit y�x� � y existiert, so ist
z �x� � y�x� exp�S x

x
g�u� du�

Lösung von (1.16) mit z �x� � y, und z ist durch (1.17) gegeben, d. h. y ist durch
(1.15) gegeben.
Umgekehrt: (1.15) ist wirklich eine Lösung von (1.14) mit y�x� � y; Probe:
y�x� � y ist klar.
y� �x� � g�x� y�x�
� �h �x� exp�S x

x
g�u� du�� exp��S x

x
g�t� dt� � y�x� ��g�x�� � g�x� y�x�

� h �x� .
j

1.2.3 Bemerkung (a) Sind y, y zwei Lösungen der inhomogenen Di�erenti-
algleichung (1.14), so ist y � y eine Lösung der homogenen Di�erential-
gleichung

y� � gy � . (1.18)

(b) Ist y irgendeine ”feste“ Lösung von (1.14), so erhält man alle Lösungen y
von (1.14) in der Form y � y � z, wobei z eine Lösung von (1.18) ist.

(c) Der Lösungsraum der homogenen Di�erentialgleichung (1.18) hat die Di-
mension 1 und wird von φ�x� �� exp �� R x

x g�t� dt� aufgespannt. Insbe-
sondere ist jede Lösung y ~�  von (1.18) nullstellenfrei auf I.

1.2.4 Beispiel (Fall mit (Lu�)reibung im homogenen Schwerefeld) ZurVeranschau-
lichung der Situation siehe Abb. 1.4. K � �,�mg� sei die Schwerkra�, g die
Fallbeschleunigung, R � �κv mit κ A  sei die Reibungskra�, v � �ẋ, ẏ� die
Geschwindigkeit und b � �ẍ, ÿ� die Beschleunigung. Die Bewegungsgleichung
mb � K � κv besagt dann:mẍ � �κẋ undmÿ � �κẏ�mg, d. h. mit λ �� κ

m A :

ẍ � λẋ � , ÿ� λẏ � �g
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Mit der Anfangsgeschwindigkeit ẋ �t� �� u, ẏ�t� �� v erhalten wir dann aus
(1.15):

ẋ �t� � ue�λ�t�t�,
ẏ�t� � �v � gS t

t
eλ�ξ�t� dξ� e�λ�t�t�

� ve�λ�t�t� � g
λ
� � e�λ�t�t�� ,

die Geschwindigkeit in x-Richtung nimmt also exponentiell ab.

� x �t� � x �t�²
��x

�
u
λ
� � e�λ�t�t��

y�t� � y�t� � vλ � � e�λ�t�t�� � g
λ
�t � t� � g

λ
� � e�λ�t�t��

� y�t� � �vλ �
g
λ
�� � e�λ�t�t�� � g

λ
�t � t� .

Das sind die Lösungen der Bewegungsgleichung.

� lim
t�ª

x �t� � x �t� � uλ � x �t� � muκ
lim
t�ª

ẋ �t� � ,

lim
t�ª

ẏ�t� � g
λ

d. h. die x Koordinate ist beschränkt, die Geschwindigkeit in x-Richtung nimmt
exponentiell ab, und die Geschwindigkeit in y-Richtung ist für große t nahezu
konstant. Das kann man z. B. schön bei Sinkversuchen in Flüssigkeiten beobach-
ten.
Für u ~�  erhalten wir:

y�t� � y � �vλ �
g
λ
�� � e�λ�t�t��´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��x�x� λ
u

�
g
λ
�t � t�

� y � �v � g
λ
� 
u
�x �t� � x� � g

λ
log� � λ

u
�x �t� � x��

� y � �v � g
λ
� 
u
�x �t� � x� � g

λ
� λ
u
�x �t� � x� � λ

u
�x �t� � x� � λ

u
�x �t� � x� � . . .�

κ�
ÐÐ� y �

v
u
�x �t� � x� � g

u
�x �t� � x� ,
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Abbildung 1.4: Fall im homogenen Schwerefeld

R

Abbildung 1.5: Stromkreis aus 1.2.5

falls U λu �x �t� � x�U @ , nach De�nition von λ. Dabei hebt sich der erste Term
der Reihe gegen den zweiten Summanden aus der Klammer weg.
Das stellt die bekannte Wurfparabel dar, d. h. im Falle κ �  (d. h. Fall ohne Rei-
bung) fällt der Massenpunkt auf einer Parabel.

1.2.5 Beispiel (Wechselstromkreis) (”quasi-stationär“, siehe Abb. 1.5) U sei die
Spannung (bekannt), I die Stromstärke (gesucht), R ein Ohmscher Widerstand
(konstant), L eine Selbstinduktion (konstant).� U � gesamter Spannungsabfall
= Spannungsabfall amOhmschenWiderstand + induzierte Spannung � RI�LdI

dt .
Als Anfangsbedingung haben wir I �� � I. Das führt uns zu der Di�erential-
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gleichung
dI
dt

�
R
L
I �

U
L

Mit g �� R
L und h �� U

L entspricht das der Form von (1.14), wir können also 1.2.2
anwenden, und erhalten

I �t� � �I � S t



U �s�
L

exp�S s



R
L
du� ds� exp��S t



R
L
du�

� �I � S t



U �s�
L

e
R
L s ds� e� R

L t �t > R�
Betrachtenwir nunden Spezialfall des Sinus-förmigenWechselstroms:U � U sinωt
mit ω � πν A .

� I �t� � �I � U

L S
t


sinωs � e

R
L s ds� e� R

L t

Wegen

�e R
L t �sinωt � ωL

R
cosωt��� RL

R � ωL

� e
R
L t �R

L
sinωt � ω cosωt � ω cosωt �

ωL
R

sinωt� RL
R � ωL

� e
R
L t sinωt

folgt

I �t� � ���I � U

L

<@@@@> e
R
L sRL

R � ωL
�sinωs � ωL

R
cosωs�=AAAA?

t



��� e� R
L t

� �I � UωL
R � ωL

� e� R
L t �

U

R � ωL
�R sinωt � ωL cosωt� .

Es gibt ein (modulo π eindeutiges) φ > Rmit

Rº
R � ωL

� cosφ,
ωLº

R � ωL
� sinφ

24



und mit dieser Phasenverschiebung φ erhalten wir1

I �t� � �I � UωL
R � ωL

� e� R
L t �

Uº
R � ωL

sin �ωt � φ�
Ergebnis: Bis auf den vom Einschaltvorgang herrührenden exponentiell abfallen-
den Anteil ist der Strom sinusförmig mit derselben Frequenz wie die Spannung,
aber in der Phase verschoben. Die Amplitude des Stroms ist aber nicht gleich U

R ,
wie man vom Gleichstrom her erwarten möchte, sondern Uº

R�ωL
.

1.2.6 Beispiel (Bernoullische Di�erentialgleichung) (benannt nach JohannBer-
noulli, 1667–1748).

y� � g�x� y� h �x� yα � , (1.19)

g,h� I � R stetig. Für α > R�Z ist hier y A  vorauszusetzen, für α > N ist keine
besondere Voraussetzung bzgl. y nötig, für α > Z, α @  ist y als nullstellenfrei
vorauszusetzen.
Triviale Fälle:

α � : Homogene lineare Di�erentialgleichung in Normalform (1.18): Lösung ist
bekannt: (1.15).

α � : Inhomogene lineare Di�erentialgleichung in Normalform (1.14): Lösung
ist bekannt: (1.15)

Lösungsansatz: Sei gleich α ¶ �, �, x > I und U ` I eine (ggf. einseitige) Um-
gebung von x, y�U � R sei eine Lösung von (1.19), insbesondere sei yα sinnvoll
(d. h. y genüge obigen Anforderungen); zusätzlich sei y�α sinnvoll, d. h. y SU sei
auch im Falle α > N nullstellenfrei. Multiplikation von (1.19)mit � � α� y�α liefert
dann: � � α� y�αy� � g�x� � � α� y�α � � � α� h �x� � ,

d. h. �y�α�� � � � α� g�x� y�α � � � α� h �x� � .

� z �� y�α ist sinnvoll und genügt der linearen Di�erentialgleichung erster Ord-
nung

z� � � � α� g�x� z � � � α� h �x� � . (1.20)
1sin �ωt � φ� � sin ��φ� cosωt � sinωt cos ��φ� � sinωt cosφ� sinφ cosωt
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Umgekehrt: Ist z�U � R eine Lösung von (1.20) und y �� z


�α sinnvoll, so ist

y� �


 � α
y
z
z� � �g�x� y� h �x� y

z
� �g�x� y� h �x� yα,

also gilt (1.19).
DiskussiondesAnfangswertproblems:Gegeben sei dieDi�erentialgleichung (1.19)
mit α > R, α ~� ; gesucht ist eine Lösung y A  mit y�x� � y, wobei x > I,
y A  vorgegeben seien. Lösung: Nach 1.2.2 existiert eine Lösung z von (1.20) mit
z �x� � y�α A , und es gibt eine Intervallumgebung U ` I von x mit z SU A .
Obige Überlegung liefert jetzt y �� z


�α ist aufU de�niert und positiv, y löst (1.19)

und es gilt y�x� � y. Das Anfangswertproblem ist also lokal eindeutig lösbar.
Für spezielle α sind weitere Fälle zu diskutieren:

α � : klar nach (1.15), jedes Anfangswertproblem ist eindeutig auf ganz I lösbar.

α > Z, α ~� : Auch Lösungen y @  sind zu diskutieren: (1.19) liefert:

��y�� � g�x� ��y� � ���α� h �x� ��y�α � . (1.21)

D. h. mit y ist auch �y Lösung einer Bernoullischen Di�erentialgleichung
mit ���α� h an Stelle von h.

(i) α ungerade: Mit y ist auch �y Lösung von (1.19). D. h.: Die negati-
ven Lösungen von (1.19) erhältman aus den positiven durch Übergang
y( �y.

(ii) α gerade: Ist y @ Lösung von (1.19), so istv �� �y A  eine Lösung von
(1.21), und (1.21) ist vom Bernoulli-Typ, und die positiven Lösungen
des Anfangswertproblems sind nach obigem bekannt.

α A : Wegen α �  ist auch y �  eine (triviale) Lösung von (1.19).

1.2.7 Beispiel

y� �


 � x
y� � � x� y �  �x ~� �� (1.22)

Die Di�erentialgleichung ist auch für y @  sinnvoll. Sei y eine nullstellenfreie
Lösung im Intervall I ` R����.� z � y� ist Lösung der Di�erentialgleichung

z� �


 � x
z �  � � x� �  �x ~� �� . (1.23)
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Mit (1.15) folgt dann für � ¶ �x,x� bzw. �x,x�mit beliebigem z > R:

� z �x� � �z � S x

x
 � � t� e� R t

x


�u du dt� exp�S x

x


 � t

dt�
Wir rechnen zunächst für � @ x @ x und erhalten:

z �x� � �z � S x

x
 � � t� e��log��t��log��x�� dt� e�log��x��log��x��

� �z � S x

x
 � � t� � � x�� � t� dt� � � x�� � x�

� z
� � x�� � x� �  � � x�S x

x

dt� � t�
� z

� � x�� � x� �  � � x� �� � � t���xx ,
also

z �x� � z � � x�� � x� � 
� � x�
 � x

�  � � x� . (1.24)

Das ist die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems z� � 
�xz �

 � � x� � , z �x� � z, wobei die Lösung bei beliebigem z > R, x ~�  existiert
auf ganz ��ª,�� im Fall x @ � bzw. ��,ª� im Fall x A �. Diese Lösung
wurde unter der Voraussetzung � @ x @ x hergeleitet, aber nun sehen wir: Für
beliebiges x ~� � ist (1.24) eine Lösung von (1.23) mit z �x� � z für beliebiges
z > R (triviale Probe). Die Lösung ist sogar auf ganz R sinnvoll, (1.23) nur für
x ~� �. Zur Lösung (1.24) von (1.23) gehört die Lösung y � z�


 :

y�x� � 

½
z � �x

�x� �  ��x��x �  � � x� , (1.25)

und diese ist sinnvoll, solange x� ~� �, x ~� � und der Nenner nicht verschwindet.
y�x� � z��


 �� y, d. h. wähle z �� y, und das Anfangswertproblem der

Di�erentialgleichung (1.19) mit dem Anfangswert y�x� � y ist für y ~�  lokal
eindeutig lösbar. Für y �  hat (1.22) die triviale Lösung y � ; diese kann man
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.�.�.

�

�

Abbildung 1.6: y�x� � � 

¼��x���x�

als Grenzfall von (1.25) für z �ª au�assen. – Weiter gilt mit x ~� � ~� x:


¿ÁÁÀz �  � x
 � x

� � 
� � x�
 � x

�  � � x� ~� 

� � z� � x� � 


 � x
�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��C

� � x� ~� 

� C �  oder C ~�  , x ~� 
C
� .

Beispiel: x � , y � � (d. h. z � �). Dann haben wir die Lösung des Anfangs-
wertproblems

y�x� � 

¼

 � � x� �  � � x� �



¼� � x� �x � � � � 


¼� � x� � � x� ,

und dies ist die Lösung des Anfangswertproblems mit maximalem De�nitionsin-
tervall I � ��, � (siehe Abb. 1.6).
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1.2.8 Beispiel (Riccatische Di�erentialgleichung) benannt nachGraf JacopoFran-
cesco Riccati, 1676–1754, der wichtige Arbeiten zur �eorie der Di�erentialglei-
chungen schrieb.

y� � g�x� y� h �x� y � k �x� (1.26)

mit stetigen g,h, k� I � R. Die Lösungen der Riccatischen Di�erentialgleichung
lassen sich – von Spezialfällen mit z. B. h �  abgesehen – nicht elementar ange-
ben. Die Di�erentialgleichung hat aber folgendemerkwürdige Eigenscha�: Kennt
man eine Lösung der Riccatischen Di�erentialgleichung, so sind die übrigen ele-
mentar berechenbar.

Beweis Sei φ eine ”bekannte“ Lösung von (1.26), y irgendeine Lösung von (1.26),
u �� y� φ. Dann gilt mit (1.26)

u� � g�x�u � h �x� �y � φ�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
�u�u�φ�

� ,

und das schreibt sich als

u� � �g�x� � φ�x� h �x��u � h �x�u � . (1.27)

Das ist eine Bernoullische Di�erentialgleichung vom Typ (1.19) mit α � . Diese
wird durch z �� u� (Annahme: u sei nullstellenfrei im betrachteten Intervall)
überführt in die lineare Di�erentialgleichung

z� � �g�x� � φ�x� h �x�� z � h �x� � , (1.28)

und diese kannmanmit (1.15) lösen. –Wir haben schon gesehen: Jede nullstellen-
freie Lösung z von (1.28) gibt die Lösungu �� z� von (1.27), und dann ist y �� u�φ
eine Lösung von (1.26), da

y� � u� � φ� � � �g� φh�u � hu � gφ� hφ � k
� �g�u � φ� � h �u � φ� � k. j

1.2.9 Beispiel
y� � xy� y �  (1.29)
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Diese Riccati-Di�erentialgleichung (g�x� � �x, h � �, k � ) hat die spezielle
Lösung φ�x� � � 

x für x ~� . Wir schreiben (1.28) um und erhalten:

z� � �x � 
x
� z �  � .

(1.15)
� z �x� � �z � S x

x
��� exp�S t

x
�u � 

u
� du� dt� exp��S x

x
�t � 

t
� dt�

� �z � S x

x
exp�t � x � log

t

x
� dt� exp�� �x � x� � log

x

x
�

� z
x

x
e��x�x�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Lösung der hom. Gl.
z���x� 

x �z�

�xe�x
 S

x

x

et


t
dt´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Lösung der inhom. Gl.
z���x� 

x �z��

Hier ist noch

xe�x
 S

x

x

et


t
dt � xe�x

 S
x

x
�� 
t
�� et dt

� xe�x

<@@@>� e

t

t

=AAA?
x

x

� xe�x
 S

x

x


t
tet


dt

� �x �
x

x
e��x�x� � xe�x

 S
x

x
et


dt,

und wir erhalten

z �x� � � z
x

�

x
� xe��x�x� � x � xe�x

 S
x

x
et


dt

� Cxe�x

� x � xe�x

 S
x

x
et


dt

mit konstantem C.

� y � u � φ

� �

x
� z�

� �

x
�


x � xe�x �C �  R x

x e
t dt� ,
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also ist

y�x� � �e�x
 �C �  R x

x e
t dt�

 � xe�x �C �  R x
x e

t dt� (1.30)

eine Lösung von (1.29). Diese Lösung ist überall dort de�niert, wo der Nenner
nicht verschwindet, speziell auch für x � ! Besonders einfach wird die Sache für
x � : Für jedes y > R ist das Anfangswertproblem der Di�erentialgleichung
(1.29) mit y�� � y lokal eindeutig lösbar, denn mit C �� �y leistet (1.30) das
Gewünschte. Für beliebiges x, das keine Nullstelle des Nenners ist, gilt:

y�x� � y� �e�x

C

 � xe�x

C

� y

�
�C

ex � xC
� y

� �C � � xy� � yex
� C � �

yex



 � xy
,

und das Anfangswertproblem ist lokal eindeutig lösbar genau dann, wenn xy ~�
�, denn dann ist mit obigem C automatisch

ex

 � xC � ex


 � � xy

 � xy
� �

ex



 � xy
~� ,

und man kann rechnen wie oben angeführt.

1.3 Exakte Differentialgleichungen

1.3.1 Beispiel (Di�erentialgleichung einer Kurvenschar) Gegeben seien ein Ge-
biet G ` R und f�G � R stetig. Dann bilden die Lösungen der Di�erentialglei-
chung y� � f �x, y� für variable Anfangswerte �x, y� > G eine Kurvenschar, die
G überdeckt: siehe 2.1.7
Umgekehrt: Sei eine Kurvenschar gegeben bestehend aus di�erenzierbaren Funk-
tionen, dieG einfach überdeckt.Dann ist dieseKurvenschar dieMenge der Lösun-
gen einer geeigneten Di�erentialgleichung: Sei z. B. �x, y� > G und φ die Kur-
ve zu �x, y�: φ�x� � y. Für �x, y� > G mit φ�x� � y (d. h. für Punkte auf
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dem Graphen von φ) setzen wir f �x, y� �� φ� �x� (Beachte: φ ist di�erenzier-
bar nach Voraussetzung!). Dadurch wird eine (stetige) Funktion f�G � R de�-
niert, und nach Konstruktion ist jede Funktion der Kurvenschar Lösung der Dif-
ferentialgleichung y� � f �x, y�. Dabei wird man als Kurven φ nicht nur Graphen
von Funktionen der Variablen x betrachten, sondern gleich allgemeinere Kurven�x �t� , y�t��, wobei t > I ein geeigneter Parameter ist.

1.3.2 Beispiel G � R ���, x � y � r (r A ) bildet eine Schar konzentri-
scher Kreise. Die zugehörige Di�erentialgleichung lautet: yy� � x � . Wenn wir
uns auf Funktionen der Variablen x beschränken wollen, haben wir z. B. folgende
Möglichkeiten: G� �� ��x, y� � y A �, Lösungen hier x �x� � ºr � x für �r @
x @ r (r A  Parameter) oder G � ��x, y� � y @ �, Lösungen y�x� � �

º
r � x

für �r @ x @ r (r A  Parameter). Wenn wir im ursprünglichen G bleiben wollen,
können wir nicht mehr Funktionen von x als Lösungen erwarten. Aber führen
wir den Winkel als Parameter ein, �x �t� , y�t�� � r �cos t, sin t� ( B t B π),
so bilden diese Kurven Lösungen der Di�erentialgleichung yy� � xx� � . Da es
auf dieWahl des Kurvenparameters nicht ankommt, schreibt man das gern in der
Form ydy� x dx � . Das kann man als Abkürzung für die vorangehende Dif-
ferentialgleichung ansehen (das dt lässt man hier einfach weg). Auch kommt die
Symmetrie in �x, y� besser zumAusdruck: In den Punkten der x-Achse wirdman
lokale Lösungen nicht in der Form y�x� suchen, sondern in der Form x �y� und
y als Variable ansehen.
Allgemein: Hat man eine Kurvenschar der Form F �x, y� � C, (�x, y� > G), so
genügt diese der Di�erentialgleichung

∂F
∂x

dx
dt

�
∂F
∂y

dy
dt

�  oder auch
∂F
∂x
dx �

∂F
∂y
dy � ;

wenn wir Lösungen als Funktionen von x ausschreiben, haben wir die Di�erenti-
algleichung

∂F
∂x

�
∂F
∂y

dy
dx

� .

Solche Di�erentialgleichungen nennt man exakt:

1.3.3 De�nition (Exakte Di�erentialgleichung) SeienG ` R einGebiet und g,h�G �
R stetig. Die Di�erentialgleichung

g�x, y� dx � h �x, y� dy �  (1.31)
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aufG heißt exakt, wenn es eine stetig di�erenzierbare Funktion F�G � R gibt mit

Fx � g, Fg � h; (1.32)

F heißt dann eine Stammfunktion der Di�erentialgleichung (1.31).

1.3.4 Folgerung Hat (1.31) eine Stammfunktion F im Gebiet G, so ist F bis auf
eine Konstante eindeutig bestimmt.

Beweis Ist E eine zweite Stammfunktion, so hat u �� F � E die Eigenscha�: u ist
stetig di�erenzierbar mit ux � uy � . Dann verschwinden wegen uξ � `gradu, ξe
für beliebiges ξ > R alle Richtungsableitungen von u, so dass u konstant ist. Siehe
dazu auch Forster (1999). j

1.3.5 Satz Ist die Di�erentialgleichung (1.31) exakt mit Stammfunktion F auf G, so
erhältman durch (lokale) Au
ösung derGleichung F �x, y� � C der sog.Niveaukur-
ve sämtliche Lösungen � x�t�

y�t� � von (1.31). Zu jedem �x, y� > G mit Fy �x, y� �
h �x, y� ~�  setze manC �� F �x, y�. Dann gibt es o�ene Intervall-Umgebungen
U von x und V von y mit U � V ` G und eine stetig di�erenzierbare Lösung
y�U � V der Di�erentialgleichung

g�x, y� � h �x, y� y� �  (1.33)

mit Anfangswert y�x� � y, so dass F �x, y�x�� � C für alle x > U und

��x, y� > G�F �x, y� � C� 9 �U �V� � Graph y.

Bemerkung Ist Fx �x, y� � g�x, y� ~� , so existiert entsprechend eine Lösung
x �y� der Di�erentialgleichung

g�x, y� dx
dy

� h �x, y� �  (1.34)

mit x �y� � x, die in einer Umgebung von x erklärt ist und die man durch
Au
ösung von F �x �y� , y� � F �x, y� erhält.
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Abbildung 1.7: Niveaukurve

Beweis Sei J ` R ein Intervall und � xy� � J � G di�erenzierbar. Dann gilt laut
Kettenregel:

gẋ � hẏ � Fx ẋ � Fyẏ �
d
dt
F �x �t� , y�t�� ;

also ist � xy� Lösung von gẋ � hẏ �  genau dann, wenn F �x �t� , y�t�� kon-
stant ist auf J. Sei weiter �x, y� > G und Fy �x, y� � h �x, y� ~� . Im Fal-
le Fx �x, y� � g�x, y� ~�  schließt man ebenso mit x �y� statt y�x�. We-
gen ∂F

∂y �x, y� ~� , existiert nach dem Satz über implizite Funktionen (siehe El-
strodt (2002)) eine Umgebung U von x und eine Umgebung V von y und eine
Funktion y�U � V mit F �x, y�x�� � C auf U, und ��x, y� > G�F �x, y� � C� 9�U �V� � Graph y. Nach der Kettenregel gilt für x > U:

 �
d
dx
F �x, y�x�� � Fx �x, y�x���fy �x, y�x�� y� �x� � g�x, y�x���h �x, y�x�� y� �x� ,

d. h. y ist eine Lösung von (1.33). j

1.3.6 Beispiele (a) Die Di�erentialgleichung x dx� ydy �  ist exakt, denn
F �x, y� � x � y ist Stammfunktion. Die Niveaukurven F �x, y� � R

(R A ) sind Kreise. Diese können wir global parametrisieren in der Form� x�t�
y�t� � � R � cos tsin t � für t > �,π�, und das ist eine Lösung der Di�erential-
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gleichung. Aber wir können die Kreise nicht global als Graphen von Funk-
tionen in x darstellen:Wohl aber können wir die Kreise ”lokal“ als Funktio-
nen in x darstellen in einer Umgebung des Anfangswertes �x, y�, wenn
Fy �x, y� � h �x, y� � y ~�  (siehe Abb. 1.8): Für y ~�  ist

y�x� � �sgn y�¼�x � y� � x
Lösung in U � Ur �x�, und dabei darf durchaus y A  oder auch y @ 
sein. Für y �  schreibe man die Lösung lokal als x � x �y�! Das geht, da
Fx �x, y� x ~� , falls y � .

(b) Die Di�erentialgleichung

�yexy � xy� dx � �x � � � xy� exy� dy � 

ist exakt mit der Stammfunktion F �x, y� � y�exy � x�. Die Au
ösung
von F �x, y� � C nach y oder x ist hier nicht ohne weiteres in expliziter
Form möglich. Aber numerisch ist eine solche Au
ösung mit Computer-
hilfe in der Regel in befriedigender Weise möglich.

Im Prinzip kann man nach 1.3.5 die Lösungen exakter Di�erentialgleichungen
sofort angeben. Wie prü� man, ob eine Di�erentialgleichung exakt ist?

1.3.7 Satz (Notwendige Bedingung für Exaktheit) Gegeben sei dieDi�erentialglei-
chung

g�x, y� dx � h �x, y� dy �  �x > G� (1.35)

mit dem Gebiet G und stetig di�erenzierbaren Funktionen g,h�G � R. Ist (1.35)
exakt, so gilt

gy � hx �x > G� . (1.36)

Beweis Ist (1.35) exakt, so existiert eine stetig di�erenzierbare Funktion F�G � R

mit Fx � g und Fy � h. g,h sind stetig di�erenzierbar, also ist F zweimal stetig
partiell di�erenzierbar, und es gilt:

gy � �Fx�y � �Fy�x � hx. j
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Abbildung 1.8: Parametrisierung von Kreisen

Bemerkung Die Di�erentialform erster Ordnung ω aufG heißt geschlossen, falls
dω � . Im Falle ω � gdx � hdy ist (vgl. Forster (1977)):

dω � dg, dx � dh , dy

� �gx dx � gydy� , dx � �hx dx � hydy� , dy
� �hx � gy� dx , dy,

dabei gilt dx , dx � dy, dy � , dx , dy � �dy, dx, und das ist eine Basis
der Di�erentialformen zweiter Ordnung. dω heißt die äußere Ableitung oder das
Di�erential von ω. Siehe dazu auch Forster (1996), Königsberger (1903).
Wir haben also: ω geschlossen� §ω � dFmit dF � Fx dx�Fydy. 1.3.7 besagt in
dieser Redeweise: ω exakt� ω geschlossen. Hintergrund dieser Implikation ist
die allgemeine Rechenregel d �dF� � . Die Umkehrung ist hier im Allgemeinen
falsch, gilt aber unter einer wichtigen Zusatzvoraussetzung: Ist G einfach zusam-
menhängend, so ist jede geschlossene Form auf G exakt.
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1.3.8 Beispiel Die Di�erentialform

ω � �y� ex�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
��g

dx � �x � cos y�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
��h

dy

ist geschlossen, denn ∂
∂y �y� ex� � , ∂

∂x �x � cos y� � . Ist ω exakt? Wenn ja,
ist ∂F

∂x � g, ∂F
∂y � h, d. h. ∂F

∂x � y� ex, also F �x, y� � xy� ex � φ�y� mit einer

di�erenzierbaren Funktion φ�R� R. Die Bedingung ∂F
∂y � h �x, y� � x� cos y !

�

x � φ� �y� führt uns zu φ�y� �� sin y, so dass wir mit

F �x, y� � xy� ex � sin y

eine Stammfunktion vonωhaben, undwir können dieDi�erentialgleichung nach
1.3.5 lösen.

1.3.9 Beispiel Die Di�erentialgleichung

xy� ´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
��g

� x°
��h

dy
dx

� 

erfüllt die notwendige Exaktheitsanforderung: ∂g∂y � x � ∂h
∂x . Konstruktion einer

Stammfunktion: Ist F Stammfunktion, so gilt ∂F
∂x � g � xy� , also F �x, y� �

xy � x � φ�y�. Die Bedingung ∂F
∂y � x � φ� �y� !

� h �x, y� � x liefert
φ� � . Also ist F �x, y� � xy� x Stammfunktion. Sei x ~� , y > R. Dann ist
die Lösung des Anfangswertproblems y�x� � y lokal gegeben durch

F �x, y� � xy� x � F �x, y� � xy � x,

d. h.

y �
xy � x � x

x
�
xy � x � x

x
�x ~� � .

In der Tat ist dies eine Lösung des Anfangswertproblems, solange x ~� , und diese
Lösung ist für die x mit sgn x � sgn x eindeutig bestimmt.
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1.3.10 Beispiel Das Gebiet G � R ��� ist nicht einfach zusammenhängend.
Die Di�erentialform

ω � �
y

x � y´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
��g

dx �
x

x � y´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
��h

dy

ist geschlossen, denn

∂
∂y

�� y
x � y

� � �
x � y�x � y� �

∂
∂x

� x
x � y

� .
Aber ω ist nicht exakt! Für x ~�  ist F �x, y� �� arctan y

x eine Stammfunktion,
denn

∂F
∂x

�


 � � y
x� ��

y
x
� � g�x, y� ,

∂F
∂y

�


 � � y
x� �


x
� h �x, y� .

Aber ω ist nicht exakt! Angenommen, es gibt doch eine Stammfunktion F auf
G. Dann kann wegen 1.3.4 gleich angenommen werden, dass F �x, y� � arctan y

x
für x A , und nach 1.3.4 existiert ein C > R, so dass für x @  gilt: F �x, y� �

arctan y
cx �C. Zur Bestimmung von C lassen wir �x, y�� �, � gehen, und zwar

einmal aus Richtung positiver x, und einmal aus Richtung negativer x. Wegen

lim�x,y���,�
xA

F �x, y� � π

,

lim�x,y���,�
x@

F �x, y� � �π

� C

ist notwendig C � π. Mit diesemWert für C ist in der Tat

F �x, y� � ¢̈̈̈̈¦̈̈̈̈¤
arctan y

x für x A 
π
 für x � , y A 
arctan y

x � π für x @ 
(1.37)

eome Stammfunktion von ω auf dem kleineren Gebiet R ��� 
y� � y @ �. Aber
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es gibt keine auf R ��� stetige Funktion F, die mit den Werten aus (1.37) ver-
träglich ist! Es gilt nämlich bei �,��:

lim�x,y���,��
xA

F �x, y� � �π

,

lim�x,y���,��
x@

F �x, y� � π

� π �

π

,

und dasselbe gilt in allen Punkten �, y�mit y @ . Also ist ω nicht exakt.

Erfüllt die Di�erentialgleichung

g�x, y� � h �x, y� dy
dx

� 

die notwendige Exaktheitsbedingung ∂g
∂y � ∂h

∂x auf G, so braucht keine Stamm-
funktion zu existieren. Die nähere Untersuchung hat gezeigt, dass es wesentlich
vom zugrunde liegenden Gebiet abhängt, ob eine Stammfunktion existiert oder
nicht, und zwar fällt die Antwort stets dann positiv aus, wenn G einfach zusam-
menhängend ist. Diese Bedingung bedeutet anschaulich, dassG ein Gebiet ”ohne
Löcher“ ist.
Einfach zusammenhängende Gebiete spielen in der Funktionentheorie eine wich-
tige Rolle und werden dort auf vielerlei ganz verschiedene Arten charakterisiert;
z. B. gilt für beschränkte G: G ist einfach zusammenhängend genau dann, wenn
R �G zusammenhängend ist. Siehe dazu auch Elstrodt (2003), Satz 22.5.
Wir wollen eine für unsere Zwecke besonders handliche De�nition des einfachen
Zusammenhangs mit Hilfe von Kurven in G vornehmen.

1.3.11 De�nition (a) Eine Kurve in G (bzw. ein Weg in G) ist eine stetige Ab-
bildung

γ� �a,b�� G, t( γ �t� � �x �t�y�t�� ,
wobei �a,b� ` R ein kompaktes Intervall ist. γ �a� heißt der Anfangspunkt
von γ, γ �b� der Endpunkt von γ, �γ� oder γ ��a,b�� die Spur von γ. γ heißt
geschlossen genau dann, wenn γ �a� � γ �b�.
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(b) Seien γ,γ� �, � � G zwei geschlossene Kurven in G. Dann heißt γ ho-
motop zu γ, wenn es eine stetige Funktion

φ� �, � � �, �� G

gibt, so dass gilt:

(i) φ�s,� � γ �s� für  B s B ,
(ii) φ�s, � � γ �s� für  B s B ,
(iii) φ�, t� � φ�, t� für  B t B , d. h. γt �� φ��, t� � �, � � G ist eine

geschlossene stetige Kurve für alle t > �, �.
Schreibweise: γ � γ (dies ist eine Äquivalenz-Relation!).
Anschauliche Vorstellung: γ � φ��,� wird im Laufe der Zeit t > �, �
über die geschlossenen Kurven γt stetig in γ deformiert, ohne dass eine
der geschlossenen Kurven γt ”zerrissen“ wird.

1.3.12 Beispiel G � R ���,  @ r @ R:
γ �s� �� reπis � �r cos πsr sin πs� � B s B � ,
γ �s� �� Reπis � �R cos πsR sin πs� � B s B � .

� γ � γ, denn

φ� �, � � �, �� G, φ�s, t� �� �r � t �R � r�� eπis � B s, t B �
leistet das Verlangte.

1.3.13 De�nition (a) Sei a > G. Dann heißt γ� �, � � G, γ �s� �� a für
 B s B  ein konstanter Weg.

(b) Sei γ� �, � � G ein stetiger geschlossener Weg. Dann heißt γ nullhomo-
top in G, wenn γ zu einem konstanten Weg in G homotop ist. Man sagt in
diesem Fall auch, γ sei stetig auf einen Punkt zusammenziehbar.

1.3.14 Beispiel (a) G � R, dann ist γ �s� �� eπis für  B s B  nullhomotop in
G, denn φ�s, t� �� � � t� eπis leistet das Verlangte.
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(b) G � R ���, dann ist γ �s� �� eπis für  B s B  nicht nullhomotop.

1.3.15 De�nition (Einfacher Zusammenhang) G heißt einfach zusammenhängend,
wenn jede geschlossene Kurve in G nullhomotop in G ist.

1.3.16 De�nition (Sterngebiet) G heißt sternförmig oder Sterngebiet, wenn es ein
a > G gibt, so dass für alle b > G gilt: �a � t �b � a� �  B t B � ` G.
1.3.17 Beispiel (a) �kx� k > R� ` R ist ein Sterngebiet.

(b) Ein ”Stern“ mit Mittelpunkt a im R ist ein Sterngebiet.

(c) R ���x,� � x B � ist ein Sterngebiet.

1.3.18 Satz Jedes Sterngebiet ist einfach zusammenhängend.

Beweis Sei γ� �, �� G geschlossen und awie in 1.3.16, γ �s� � a für  B s B .
Dann leistet

φ�s, t� �� a � � � t� �γ �s� � a� > G � B s, t B �
das Verlangte:

φ�s,� � γ �s� � B s B � ,
φ�s, � � γ �s� � B s B � ,
φ�, t� � a � � � t� �γ �� � a� � a � � � t� �γ �� � a� � φ�, t� � B t B � .j

1.3.19 De�nition (Stückweise stetige Di�erenzierbarkeit) DieKurveγ� �α,β��
R heißt stückweise stetig di�erenzierbar, wenn es eine Unterteilung α � α @ . . . @
αn � β gibt, so dass γ S�αj�,αj� für  B jB n stetig di�erenzierbar ist (mit einseitiger
Di�erenzierbarkeit in den Endpunkten).

1.3.20 Beispiel Jeder Streckenzu ist bei passender Parametrisierung stückweise
stetig di�erenzierbar.

1.3.21 De�nition (Kurvenintegral) Seien g,h�G � R stetig undγ �� � xy� � �α,β��
G stückweise stetig di�erenzierbar. Dann wird de�niert:

S
γ
�gdx � hdy� �� S β

α
�g�x �t� , y�t�� dx �t�

dt
� h �x �t� , y�t�� dy�t�

dt
� dt

��

n
Q
ν�
S

αν

αν�
�g�x �t� , y�t�� dx �t�

dt
� h �x �t� , y�t�� dy�t�

dt
� dt
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1.3.22 Beispiel Sei γ �t� �� a � t �b � a� > G, a,b > G,  B t B , wobei a � � a
a �,

b � � b
b �. Dann ist

S
γ
�gdx � hdy� � S 


�g�γ �t�� �b � a� � h �γ �t�� �b � a�� dt.

1.3.23 Satz (Rechenregeln) (a) Bezeichnet γ� �t� �� γ �α � β � t� für α B t B β
die ”rückwärts durchlaufene“ Kurve γ, so ist

S
γ�
�gdx � hdy� � �S

γ
�gdx � hdy� .

(b) Istφ� �α�,β��� �α,β� bijektiv und stückweise stetig di�erenzierbarmitφ� �t� A
 für alle t > �α�,β�� (ggf. einseitige Ableitungen an den Unstetigkeitsstellen
von φ�), so heißt γφ �� γ X φ� �α�,β�� � G eine Umparametrisierung von γ.
Es gilt die Substitutionsregel:

S
γφ
�gdx � hdy� � S

γ
�gdx � hdy� .

(c) Existiert eine stetig di�erenzierbare Stammfunktion F, so dass Fx � g und
Fy � h, so gilt:

S
γ
�gdx � hdy� � F �γ �β�� � F �γ �α��

mit den Bezeichnungen wie in 1.3.21.

Beweis hier nur zu c):

S
γ
�gdx � hdy� � n

Q
ν�
S

αν

αν�
�Fx �x �t� , y�t�� dx �t�dt

� Fy �x �t� , y�t�� dy�t�dt
�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�
dF�γ�t��

dt

�

n
Q
ν�
�F �γ �αν�� � F �γ �αν����

� F �γ �β�� � F �γ �α�� .
j
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Im folgenden bereiten wir den Hauptsatz über Stammfunktionen (1.3.27) vor.
Der Beweis beruht maßgeblich auf

1.3.24 Lemma (Poincaré) benannt nachHenri Poincaré, 1854–1912, französischer
Mathematiker, schrieb über 500 Arbeiten und 30 Bücher, Vetter von Raymond
Poincaré, dem 9. Präsidenten der französischen Republik (1913–1920).
Es seien G ein Sterngebiet und die Di�erentialgleichung

gdx � hdy � , (1.38)

g,h�G � R stetig di�erenzierbar, erfülle die notwendige Exaktheitsbedingung

gy � hx. (1.39)

Dann existiert eine Stammfunktion F�G � R von (1.38) mit g � Fx und h � Fy,
und zwar folgende: Sei a > G so bescha�en, dass

σ �t� �� a � t��xy� � a� > G ��xy� > G, t > �, �� . (1.40)

Dann ist

F �x, y� �� S
σ
�g�ξ,η� dξ � h �ξ,η� dη� ��xy� > G�

eine Stammfunktion von (1.38) auf G.

Beweis Nach De�nition ist mit a � �αβ�:
F �x, y� � S 


�g�α � t �x � α� ,β � t �y� β�� �x � α� � h �α � t �x � α� ,β � t �y� β�� �y� β�� dt.

Nach der in Elstrodt (2002) entwickelten�eorie ist die Di�erentiation unter dem
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Integral zulässig und liefert unter Benutzung der Kettenregel:

∂
∂x
F �x, y� � S 


�gx �α � t �x � α� ,β � t �y� β�� t �x � α� � g�α � t �x � α� ,β � t �y� β��

�hx �α � t �x � α� ,β � t �y� β�� t �y� β�� dt
(1.39)
� S




��gx �α � t �x � α� ,β � t �y� β�� �x � α�

�gy �α � t �x � α� ,β � t �y� β�� �y� β�� t
�g�α � t �x � α� ,β � t �y� β��� dt

� S



�t d
dt
g�a � t��xy� � a�� � g�a � t��xy� � ��� dt

� S




d
dt
�tg�a � t��xy� � ��� dt

� �tg�a � t��xy� � a��	 � g�x, y�
und analog folgt ∂F∂y � h. Dito gilt auchder n-dimensionale Fall, siehe dazuKönigs-
berger (1903), S. 193. j

1.3.25 Satz (Homotopieinvarianz des Kurvenintegrals) Es seien γ,γ zwei (frei)
homotope geschlossene Streckenzüge im (nicht notwendig einfach zusammenhängen-
den) Gebiet G und g,h�G � R stetig di�erenzierbar mit gy � hx. Dann gilt:

S
γ
�gdx � hdy� � S

γ
�gdx � hdy�

unt entsprechendes für stückweise stetig di�erenzierbare frei homotope geschlossene
Kurven.

Beweis Sei I � �, � und φ� I � I � G eine Homotopie, die γ in γ überführt
wie in 1.3.11 b). Dann ist K �� φ�I � I� ` G kompakt. Sei

r ��
¢̈̈¦̈̈¤


 inf �Yx � yY � x > K, y > Gc� , falls Gc ~� g,
r A  beliebig, falls,G � R .
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� r A , und für alle �s, t� > I�I istKr �φ�s, t�� ` G. φ ist stetig, also gleichmäßig
stetig auf dem Kompaktum I � I, d. h.

¦ ε A  § δ A  ¦ �st� ,�s�t�� > I, ]�st� � �s�t��] @ δ Tφ�s, t� � φ�s�, t��T @ ε.
Wir wählen ε �� r und dürfen oBdA gleich annehmen, dass das zugehörige δ die
Form δ � 

n hat mit geeignetem n > N. Dann ist also mit diesem n:

¦ �st� ,�s�t�� > I, ]�st� � �s�t��] @ 
n

Tφ�s, t� � φ�s�, t��T @ r. (1.41)

Wir spannen zwischen γ und γ ein Netz von Streckenzügen: zjk �� φ� j
n ,

k
n� >

K ` G für  B j, k B n gemäß (1.41). Die zj, liegen also alle auf γ, und die zj,n alle
auf γ. Nach Wahl von r und (1.41) lie� dann der Streckenzug σjk� zjk � zj�,k �
zj�,k� � zj,k� � zjk ganz in Kr �zjk� ` G. σjk ist geschlossen und liegt ganz in
einem Sterngebiet (Kr �zjk�), also liefert 1.3.24 zusammen mit 1.3.23 c):

S
σjk
�gdx � hdy� �  � B j, k B n�

Es sei nun δk� z,k � z,k � . . . � zn,k � z,k für k � , . . . ,n. Dann ist nach
1.3.23 a):

 �
n
Q
j�
S
σjk
�gdx � hdy� 1.3.23 a)

� S
δk
�gdx � hdy� � S

δk�
�gdx � hdy� ,

d. h. für alle k � , . . . ,n �  ist

S
δk
�gdx � hdy� � S

δk�
�gdx � hdy� ,

also
S
δ
�gdx � hdy� � S

δn
�gdx � hdy� .

Wir müssen nur noch zeigen Rδ � Rγ und Rδn � Rγ . Wir machen uns klar, dass
δ ein Streckenzug ist, der Punkte zj, auf γ verbindet. Wir de�nieren für j �
, . . . ,n � Wege τj� zj, � zj�, � zj,, wobei der ”Hinweg“ entlang γ verlaufe
und der ”Rückweg“ auf der Verbindungsstrecke der Punkte, die ein Teil von δ
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ist. Nach (1.41) liegt dann τj ganz in Kr �zj,�, und 1.3.24 liefert wegen 1.3.23 c):
Rτj �gdx � hdy� � , also auchPn�

j� Rτj �gdx � hdy� � .

� S
γ
�gdx � hdy� � S

δ
�gdx � hdy� .

Ebenso schließt man mit δn und γ. j

1.3.26 Korollar Ist γ� �, � � G nullhomotop bzgl. G und g,h�G � R stetig dif-
ferenzierbar mit gy � hx, so gilt:

S
γ
�gdx � hdy� � .

Beweis γ � γ, wobei γ ein konstanter Weg ist. Dann liefert 1.3.25:

S
γ
�gdx � hdy� � S

γ
�gdx � hdy� � ,

da γ konstant ist. j

1.3.27 Satz (Hauptsatz über Stammfunktionen) Es seien G ` R ein einfach zu-
sammenhängendes Gebiet und g,h�G � R stetig di�erenzierbar mit der notwendi-
gen Exaktheitsbedingung gy � hx. Dann hat die Di�erentialgleichung

g�x, y� � h �x, y� dy
dx

�  (1.42)

eine Stammfunktion F, und zwar folgende:Manwähle einen festen Punkt �x, y� >
G und verbinde �x, y� > G mit �x, y� durch einen ganz in G verlaufenden Stre-
ckenzug γ�x,y��x,y�. Dann hängt

F �x, y� �� S
γ�x,y�
�x ,y�

�g�ξ,η� dξ � h �ξ,η� dη� (1.43)

nicht ab von der Auswahl von γ�x,y��x,y� und ist eine Stammfunktion von (1.42)

Beweis 1. Schritt: F ist wohlde�niert.
Begründung: Wir gerbinden �x, y� > G mit �x, y� > G durch zwei
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stückweise stetig di�erenzierbare Kurven γ�x,y��x,y� und γ̃
�x,y�
�x,y� inG und

müssen zeigen:

S
γ�x,y�
�x ,y�

�g�ξ,η� dξ � h �ξ,η� dη� � S
γ̃�x,y�
�x ,y�

�g�ξ,η� dξ � h �ξ,η� dη�
Dazubeachtenwir:DurchAneinanderhängen vonγ�x,y��x,y� und �γ̃�x,y��x,y���
entsteht eine geschlossene stückweise stetig di�erenzierbare Kurve δ in
G. G ist einfach zusammenhängend, δ also nullhomotop. Dann liefert
1.3.26:

S
δ
�g�ξ,η� dξ � h �ξ,η� dη� � 

Mit 1.3.23 a) folgt daraus

S
γ�x,y�
�x ,y�

�g�ξ,η� dξ � h �ξ,η� dη� � S
γ̃�x,y�
�x ,y�

�g�ξ,η� dξ � h �ξ,η� dη� .
2. Schritt: F ist eine Stammfunktion. Sei a > G, r A , Kr �a� ` G. Wir zeigen:

F SKr�a� ist Stammfunktion.
Begründung: Sei �x, y� > Kr �a�, a � � α

β �. Nach dem 1. Schritt ist es
belanglos, auf welchem Wege wir �x, y� mit �x, y� verbinden. Wir
wählen den Weg wie folgt: Sei δ irgendein stückweise stetig di�eren-
zierbarer Weg in G von �x, y� nach a und σ �t� �� a � t �� xy� � a�
für  B t B t. Wir wählen γ�x,y��x,y� �� δ�σ als Verkettung von δ und σ
und haben

F �x, y� � S
δ
�g�ξ,η� dξ � h �ξ,η� dη��S

σ
�g�ξ,η� dξ � h �ξ,η� dη� .

Betrachten wir das in Abhängigkeit von � xy� > Kr �a�, so ist das δ-
Integral eine Konstante, aber das σ-Integral nach 1.3.24 eine Stamm-
funktion auf Kr �a�. Also ist F SKr�a� eine Stammfunktion. j

1.3.28 Beispiel Wir betrachten die sog.Windungsform

�
y

x � y
dx �

x
x � y

dy � 
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b b b

b

ϑ

 �, � �r, �

�x , y�
γ
�x ,y�
�x ,y�

Abbildung 1.9: Der Weg aus 1.3.28

auf G �� R ���x,� � x B �. Wir wissen, dass die notwendige Exaktheitsbedin-
gung erfüllt ist, und wir wissen nach 1.3.27, dass aufG (Sterngebiet!) eine Stamm-
funktion existiert. Wir können das Integral explizit ausrechnen: Dabei nutzen wir
aus, dass wir den Weg beliebig wählen dürfen. Wir wählen �x, y� � �,�, set-
zen für r A  und SϑS @ π �x, y� � �r cos ϑ, r sin ϑ� und wählen den in Abb. 1.9 zu
sehenden Weg.

F �x, y� � S
γ�x,y��,�

�� η
ξ � η

dξ
dt

�
ξ

ξ � η
dη
dt
� dt.

Das Integral von �,� nach �r,� liefert den Beitrag 0, denn auf dieser Strecke
ist η�t� � dη

dt � . Das Integral über den Kreisbogen parametrisieren wir durch
ξ �t� � r cos t und η�t� � r sin t für t > �, ϑ�, bzw. �ϑ,� und erhalten

F �x, y� � S ϑ


�� r sin t
r cos t � r sin t

��r sin t� � r cos t
r cos t � r sin t

�r cos t�� dt � S ϑ


 � ϑ.

(Das stimmt auch für �π @ ϑ @ ). Das stimmt mit unserem früheren 1.3.10 übe-
rein.

1.3.29 De�nition (Integrierende Faktoren, Multiplikatoren) O� ist dieDi�eren-
tialgleichung g�hy� � , g,h�G � R stetig, nicht exakt, kann aber durchMultipli-
kation mit einer geeigneten stetigen Funktion M�G � R exakt gemacht werden,
wobeiM (möglichst) nullstellenfrei sein soll: Die stetige FunktionM�G � R (M
nullstellenfrei) heißt ein integrierender Faktor oder ein (Eulerscher) Multiplikator
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für die Di�erentialgleichung g � hy� �  in G, g,h�G � R stetig, falls die Di�e-
rentialgleichung Mg �Mhy� �  exakt ist. Sind M, g,h stetig di�erenzierbar, so
lautet die notwendige Exaktheitsbedingung �Mg�y � �Mh�x, d. h.

Myg�Mgy � Mxh �Mhx,

gMy � hMx � M �hx � gy� .
Diese partielleDi�erentialgleichung ist imAllgemeinennicht leicht zu lösen,manch-
mal �ndet man Lösungen in der FormM � M �x�: Dann hat man die Di�erenti-
algleichung

Mx

M
�
gy � hx
h

,

d. h. im FalleM A : �logM�� � gy�hx
h .

Ein solches M existiert genau dann, wenn die rechte Seite nur von x (und nicht
von y) abhängt. Ebenso: Ein Multiplikator M � M �y� A  existiert genau dann,
wenn hx�gy

g nur abhängt von y, und dann ist

d
dy

logM �y� � hx � gy
g

.

1.3.30 Beispiel Die Di�erentialgleichung

�x � xy � � y´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
��g

� �y � x�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
��h

y� � 

ist nicht exakt, da gy � x � xy �  ~� hx � , aber

gy � hx
h

�
x �x � y�

y � x
� x.

Es gibt also einen Multiplikator M �x�, und zwar M �x� � ex . Wir erhalten die
äquivalente Di�erentialgleichung

ex
 �x � xy � � y´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��g̃

� ex
 �y � x�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��h̃

y� � .
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Man rechnet leicht nach, dass

g̃y � ex
 �x � xy � � � ex �x �y � x� � � � h̃x.

In R hat die Di�erentialgleichung eine Stammfunktion F:

Fx � g̃ � ex
 �x � xy � � y,

Fy � h̃ � ex
 �y � x� .

� F �x, y� � ex �y � xy� � φ�x�
� Fx � xex

 �y � xy� � exy� φ� �x�
� φ� �  durch Koe�zientenvergleich, wir können also φ�x� �  wählen.

F �x, y� � ex �y � xy�
ist also eine Stammfunktion auf R. Die Gleichung F �x, y� � F �x, y� lässt sich
allgemein weder nach x noch nach y au
ösen, in speziellen Fällen aber doch,
nämlich wenn y � xy �  ist.

1.4 Systeme linearer Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

Sei I ` R ein Intervall, y � � y
�
yn
� � I � Rn di�erenzierbar, A > M �n � n,R�. Eine

Di�erentialgleichung des Typs

y� � Ay �x > I� (1.44)

heißt ein System linearerDi�erentialgleichungenmit konstantenKoe�zienten; ausführ-
lich: Sei A� �ajk�Bj,kBn:

y� � a,y � a,y � . . .� a,nyn,
�

y�n � an,y � an,y � . . .� an,nyn.

Anfangswertproblem: Sind x > I, b > Rn gegeben, so bestimme man eine Lösung
von (1.44) mit y�x� � b. Wir werden sehen: Dieses Anfangswertproblem ist ein-
deutig lösbar, die Lösung existiert auf ganz I und kann explizit angegeben werden.
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Bemerkung Auf den ersten Blick erscheinen solche System recht abstrakt. Wir
werden ihre Nützlichkeit aber noch sehen, denn die Lösungstheorie der linearen
Di�erentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koe�zienten

y�n� � an�y�n�� � . . .� ay� � ay �  �y� I � R�
ergibt sich ganz leicht aus der Lösungstheorie für das System (1.44).

Lösungsansatz: Im Fall n �  hat man y� � ay, y� I � R, a > R und die allgemei-
ne Lösung y � yea�x�x� für x > I.
Idee: Wen man eA für Matrizen de�nieren könnte unter Erhalt der wichtigsten
Rechenregeln, so wird y � eA�x�x�bmit b > Rn eine Lösung von (1.44) sein mit
y�x� � b.
Ansatz: eA �� Pª

k�

k!A

k. Wir behandeln im folgenden die Fälle K � R oder C
parallel. Wir begeben uns auf einen kleinen Exkurs über die Exponentialfunktion
von Matrizen:

1.4.1 Lemma Für alle A > M �n � n,K� konvergiert die Reihe eA �� Pª
m�


m!A

m

im Sinne elementweiser Konvergenz der Folge der Teilsummen �Pp
m�


m!A

m�pC,
d. h. im Sinne der Norm YXY �� �Pn

j,k� Txj,kT� 
 auf dem K-Vektorraum der�n � n�-Matrizen. Für jedes µ A  ist die Konvergenz gleichmäßig auf der Menge

Mµ �� �A� �αj,k� > M �n � n,K� � Tαj,kT B µ für alle j, k � , . . . ,n� .
Beweis Sei µ A  und A > Mµ; Am � �α�m�

j,k �j,k�,...,n für m C . Dann istUα��j,k U � Tδj,kT B  � �nµ� und Uα��j,k U B µ B �nµ�; induktiv schließen wir weiter:

Istm C  und bekannt, dass Uα�m�
j,k U B �nµ�m für alle j, k � , . . . ,n, so ist

Uα�m��
j,k U �

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
n
Q
ℓ�

α�m�
j,ℓ±

B�nµ�m
αℓ,k°
Bµ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
B

n
Q
ℓ�
�nµ�m µ � �nµ�m�

� Pª
m�

α�m�
j,k
m! konvergiert, denn Wα�m�

j,k
m! W B �nµ�m

m! , und das ist der m-te Term der

Reihe
ª

Q
m�

�nµ�m
m!

� exp �nµ� .
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Der Weierstraßsche Majorantentest liefert jetzt die Behauptung. j

1.4.2 Lemma (a) IstM > GLn �K�, so gilt: eM�AM
� M�eAM.

(b) exp �diag �λ, . . . , λn�� � diag �eλ , . . . , eλn�.
(c) Sind λ, . . . , λn > C die mit algebraischer Vielfachheit gezählten Eigenwer-

te von A, so sind eλ , . . . , eλn die mit algebraischer Vielfachheit gezählten
Eigenwerte von eA.

Beweis (a) klar, denn
p

Q
m�


m!

�M�AM�m � M� � p

Q
m�


m!
Am�M,

und p�ª liefert a).

(b) klar

(c) Über C ist A zu einer oberen Dreiecksmatrix mit λ, . . . , λn auf der Haupt-
diagonalen ähnlich: Es gibt einM > GLn �C�mit

M�AM �
���
λ �

�

 λn

��� .
Dann ist

�M�AM�m �
���
λm �

�

 λmn

��� ,
also nach a):

M�eAM � eM
�AM

�
���
eλ �

�

 eλn

��� .
Das liefert die Behauptung. j

1.4.3 Korollar det eA � eSpurA; insbesondere ist eA > GLn �K� für alleA > M �n � n,K�.
Beweis Nach 1.4.2 c) ist

det eA � eλ�...�λn � eSpurA. j
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1.4.4 Beispiele (a) SeiAdiagonalisierbar,A� M�DM,D � diag �λ, . . . , λn�.
Nach 1.4.2 b) ist eD � diag �eλ , . . . , eλn�, also eA � M� diag �eλ , . . . , eλn�M.

(b) Zerfällt das charakteristische PolynomvonAüberK in Linearfaktoren (über
C gilt das immer), so istA� M� �D � N�MmitD � diag �λ, . . . , λn� und
nilpotentemN,DN � ND (z. B. Jordan-Normalform).� eA � M�eDeNM,
denn nach 1.4.5 ist eD�N � eDeN , und hier ist eN � Pn

m�

m!N

m, da Nk � 
für alle k A n. Ist also die Jordan-Normalformbekannt, so ist eA � M�eDeNM
elementar berechenbar. Ein bequemes Verfahren zur Berechnung von eA

�ndet sich bei Gantmacher (1965).

(c) A� �  �
 � � hat das charakteristische Polynom
pA � SA� XES � W � X �

 � � XW � X
� X �  � �X � � ,

ist aber nicht diagonalisierbar, da sonst A zu E ähnlich sein, also gleich E
sein müsste.� A� E � N, wobei N � � e �

 � �, N � .

� eA � eEeN � �e 
 e��E � N� � eA.

Für x > R hat Ax die Minimalzerlegung Ax � �xE� � �xN�, also
eAx � �ex 

 ex��E � xN� � ex �E � xN� .
1.4.5 Satz Sind A,B > M �n � n,K� vertauschbar, d. h. AB � BA, so gilt: eA�B �

eAeB.

Beweis �A� B�m �

m
Q
j�
�m
j
�AjBm�j,

da AB � BA. Daher gilt für alle p > N:

p

Q
m�


m!

�A� B�m´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Pk�ℓ�m


k!A

k 
ℓ!B

ℓ

� � p

Q
k�


k!
Ak�� p

Q
ℓ�


ℓ!
Bℓ� � Rp, (1.45)
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wobei Rp � P k,ℓC
max�k,ℓ�Ap
k�ℓBp


k!A

k � 
ℓ!B

ℓ. Die Anzahl der Summanden in dieser Dar-

stellung von Rp beträgt


p

Q
k�p�

�p� k � � � 
p

Q
ν�
ν � p�p� � .

Sei S ein Matrixelement im Term 
k!A

k 
ℓ!B

ℓ, n die Anzahl der Summanden im
Produkt AkBℓ, µ wie in 1.4.1. Dann gilt

SSS B n�nµ�k
k!

�nµ�ℓ
ℓ!

max�k,ℓ�Ap
B n

�nµ�p
p!

.

Dann sind alle Koe�zienten von Rp bereits B np�p� � ��nµ��p
p!

p�ª
ÐÐÐ�  (vgl.

Konvergenz-Beweis für die Exponential-Reihe).� Rp
p�ª
ÐÐÐ�  > M �n � n,K�.

Lassen wir in (1.45) nun p�ª gehen, folgt die Behauptung. j

1.4.6 Korollar e�A � �eA�� für alle A > M �n � n,K�.
Beweis

eAe�A 1.4.5
� eA�A � e � En. j

1.4.7 Satz Für jedes A > M �n � n,K� ist die Funktion R ? x ( eAx elementweise
beliebig o� di�erenzierbar, und es gilt:

d
dx
eAx � AeAx �x > R� .

Beweis In der Notation des Beweises von 1.4.1 ist

eAx �
���

ª

Q
m�

α�m�
j,k

m!
xm
���
j,k�,...,n

,

und hier konvergieren die Potenzreihen für alle x > R, dürfen also beliebig o�
termweise di�erenziert werden. Das liefert

d
dx
eAx �

���
ª

Q
m�

α�m�
j,k

m!
mxm�

���
j,k�,...,n

�
���

ª

Q
m�

α�m��
j,k

m!
xm
���
j,k�,...,n

� AeAx. j
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Kehren wir nun zurück zur Betrachtung von Di�erentialgleichungen:

1.4.8 Satz Vorgelegt sei die Di�erentialgleichung

y� � Ay (1.46)

auf dem Intervall Imit A > M �n � n,K�, y� I � Kn, K � R oder C. Dann gilt:

(a) Für jedes x > I, y > Kn hat das Anfangswertproblem y�x� � y für die
Di�erentialgleichung (1.46) genau eine Lösung und zwar

y�x� � eA�x�x�y �x > I� . (1.47)

Speziell gilt die Alternative: Entweder ist y �  (im Fall y � ), oder es ist
y�x� ~�  für alle x > I (im Fall y ~� ). Beachte: Auch im ersten Fall können

gewisse Koordinatenfunktionen von y � � y
�
yn
� Nullstellen haben, aber es gibt

keine gemeinsame Nullstelle aller Koordinatenfunktionen.

(b) Für jedes x > I ist Kn ? y ( y, wobei y Lösung von (1.47) sei, ein Isomor-
phismus des K-Vektorraums Kn auf den K-Vektorraum L der Lösungen von
(1.46). Insbesondere hat L die Dimension n über K.

Beweis (a) Nach 1.4.7 gilt: d
dx e

A�x�x� � AeA�x�x�. Also ist y�x� � eA�x�x�y
für alle x > I Lösung von (1.46), und zwar erfüllt diese Lösung die Anfangs-
bedingung y�x� � y. Sei y irgendeine Lösung von (1.46) mit y�x� � y.
�

d
dx

�e�A�x�x�y� � �Ae�A�x�x�y�e�A�x�x�y� � �Ae�A�x�x�y�e�A�x�x�Ay � .

e�A�x�x�y ist also koordinatenweise konstant gleich demWert an der Stelle
x, und der ist y, also: y�x� � eA�x�x�y nach 1.4.6.
Alternativ zeigt man y � � y � . y ~� � y�x� ~�  für alle x > I, da
eA�x�x� > GLn �K�.

(b) Die Abbildung Kn ? y ( y, wobei y Lösung von (1.47) sei, ist nach a)
injektiv mit Umkehrabbildung L ? y ( y�x� > Kn. Das liefert die Be-
hauptung. j

Ist die Jordansche Normalform von A bekannt, so kann man eA�x�x� sofort
hinschreiben und (1.46) bei beliebiger rechter Seite durch (1.47) lösen.
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1.4.9 Beispiel I � R, A� �  �
 � �, die Di�erentialgleichung y� � Ay, d. h.

y� � y � y
y� � y � y

Oben haben wir schon eAx ausgerechnet, und wir �nden: Für x > R, y > R ist

y�x� e�x�x� �E � �x � x�N� y �N �� A� E�
die Lösung des Anfangswertproblems, d. h.

y�x� � �y � �x � x� �Ny�� ex�x .
Probe: y�x� � y ist klar.

y� �x� � �Ny� ex�x´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
�Nywegen N�

� �y� � �x � x�Ny� ex�x´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
�y�x�

� �E � N� y � Ay.
1.4.10 Beispiel Ist A > M �n � n,K� nilppotent, Aµ � , so hat y� � Ay, y�x� �
y die Lösung

y�x� � eA�x�x�y � ��µ�

Q
ν�

�x � x�ν
ν!

Aν�� y.
Probe: y� �

��µ�

Q
ν�

�x � x�ν��ν � �! Aν�� y � Ay.Hier erhalten wir also reine Polynom-

funktionen als Lösungen.

1.4.11 Satz (Basis des Lösungsraums) Wir wollen eine Basis des Lösungeraums L
der Di�erentialgleichung y� � Ay bestimmen, ohne die Jordan-Form von A auszu-
rechnen. Sei A > M �n � n,K�, pA �� det �A� XEn� zerfalle über K in Linearfak-
toren (automatisch für K � C), λ, . . . , λk seien die verschiedenen Eigenwerte von
A. Dann ist

pA � ���n k
M
j�
�X � λj�mj ,

mA �

k
M
j�
�X � λj�µj

�Minimalpolynom von A.
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Setzen wir Uj �� ker �A� λjEn�µj für j � , . . . , k, so ist nach dem Satz von der
Minimalzerlegung (Jordan-Form) dimUj � mj für j� , . . . , k und Kn �>k

j�Uj.
Für j� , . . . , k ist Uj A-invariant, und �A� λjEn� SUj

ist nilpotent vom Index µj.
Für jedes c > Uj ist daher

eA�x�x�c � e�A�λjEn��x�x� eλj�x�x�En´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
�eλj�x�x�En

c

� eλj�x�x��e�A�λjEn��x�x�c

� eλj�x�x�
µj�

Q
ν�

�x � x�ν
ν!

�A� λjEn�ν c.
Wenn die Anfangswerte eine Basis vonK durchlaufen, durchläu� das entsprechende
y eine Basis von L nach 1.4.8.
Ergebnis: Durchläu� c eine Basis Bj von Uj, so durchläu�

yc �x� �� ��µj�

Q
ν�

�x � x�ν
ν!

�A� λjEn�ν c�� eλj�x�x� �c > Bj, j� , . . . , k�
eine Basis von L. Die e�ektive Bestimmung der c erfordert die Bestimmung einer
Basis von Lösungen für ein homogenes lineares Gleichungssystem. Diese Basis von
L ist also durch die Anfangsbedingung yc �x� � c eindeutig festgelegt. Dieses Ver-
fahren klappt immer im Falle K � C, und im Falle K � R sicher dann, wenn pA
über R zerfällt. Im Falle A > M �n � n,R� kann man auch nach obigemMuster ver-
fahren, wenn man über C zerlegt und eventuell komplexwertige Lösungen zulässt.
Wenn man reellwertige Lösungen haben möchte, geht man wie folgt vor:
Wir setzen nun voraus: Sei A > M �n � n,R�, K � R,

pA � ���n k
M
j�
�X � λj�mj ,

mA �

k
M
j�
�X � λj�µj

mit λ, . . . , λr > R, λr�, . . . , λk > C, wobei k � r � s, Im λr�, . . . , Im λr�s A ,
λr�s�ν � λr�ν für ν � , . . . , s, also Im λr�s�, . . . , Im λr�s @ . Für j � , . . . , r ist
immer nochdimR ker �A� λjEn�µj

� mj, und setzenwirBjals Basis von kerRn �A� λjEn�µj
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für j� , . . . , r, so sind die zugehörigen yc (c > Bj, j� , . . . , r) reell und natürlich
linear unabhängig. Für j� r� , . . . , r� s sei Bj eine Basis von kerCn �A� λjEn�µj,
wobei wir �A� λjEn�µj als Endomorphismus von Cn au�assen, c > Bj und yc wie
oben. Dann sind die Funktionen Re yc� I � Rn und Im yc� I � Rn reellwertig und

d
dx

�Re yc �x�� � Re� d
dx

yc �x�� � Re �Ayc �x�� � A�Re yc �x��
und ebenso mit Im yc.
Behauptung: Die Funktionen yc �x� (c > Bj, j� , . . . , r) zusammen mit den Funk-
tionen Re yc �x�, Im yc �x� (c > Bj, j� r� , . . . , r� s) bilden eine Basis vonL über
R.

Beweis Es ist nur zu zeigen, dass die obigen r � s � n Funktionen linear un-
abhängig sind über R. Ist nun c > kerCn �A� λjEn�µj für r �  B j B r � s, so
ist

c > kerCn �A� λjEn�µj
� kerCn �A� λj�sEn�µj

(beachte: µj � µj�s!), und Bj�s �� �c� c > Bj� für j� r, . . . , r � s ist eine Basis von
Uj�s. Für die obigen yc gilt bei dieser Basiswahl: yc � yc, wobei yc zu λj, yc zu λj�s
gehört. Sei Bj �� �cj,ν� ν � , . . . ,mj� für j� , . . . , r, r�, . . . , r�s. Angenommen,
mit αj,ν,α�j,ν > R ist

r
Q
j�

mj

Q
ν�
αj,νycj,ν �

r�s
Q
j�r�

mj

Q
ν�
αj,ν Re ycj,ν �

r�s
Q
j�r�

mj

Q
ν�
α�j,ν Im ycj,ν � .

Dann liefert Re yc � 
 �yc � yc� und Im yc � 

i �yc � yc�:
r
Q
j�

mj

Q
ν�
αj,νycj,ν �

r�s
Q
j�r�

mj

Q
ν�



�αj,ν �


i
α�j,ν� ycj,ν � r�s

Q
j�r�

mj

Q
ν�



�αj,ν �


i
α�j,ν� ycj,ν � .

Die hier au�retenden ycj,ν etc. sindnachdemschonBewiesenen linear unabhängig
über C, also αj,ν �  für j � , . . . , r, ν � , . . . ,mj und αj,νpmiα�j,ν �  für
j� r�, . . . , r�s, ν � , . . . ,mj. Also sind alle αj,ν �  und alle α�j,ν � . Das liefert
die Behauptung. j

1.4.12 Beispiel A �

�����
   
� � � 
   
�  � �

�����. � pA � �X � � �X � � und mA �
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�X � � �X � � zerfallen überR, so dass die obige Konstruktion unnötig ist. λ �
, λ � �,m � m � , µ � µ � , U � ker �A� E�. Wir berechnen

�A� E� � �����
  � 
   �
�   
 �  

�����
hat den Rang 2, also dimU �  � m.

U � ker �A� E� � ker
�����
   
�  � 
   
�  � 

����� .
Die Matrix hat den Rang 2, also dimU �  � m. Die Basis B von U sieht wie
folgt aus:

B �

¢̈̈̈̈̈
¦̈̈̈̈̈
¤
c, ��

�����

�

�

����� , c, ��
�����





�����
£̈̈̈̈̈
§̈̈̈̈̈
¥
,

wobei c, Eigenvektor von A zum Eigenwert 4 ist:

�A� E� c, � �����
�   
� � � 
  � 
�  � �

�����
�����

�

�

����� � .

Weiter gilt

�A� E� c, � �����
�   
� � � 
  � 
�  � �

�����
�����





����� �

�����

�

�

����� � c,.

Die zugehörigen Lösungen lauten:

yc, �x� � e�x�x�c,
yc, �x� � e�x�x� �E � �x � x� �A� E�� c, � e�x�x� �c, �  �x � x� c,� .
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Die Basis B von U sieht so aus:

B ��

¢̈̈̈̈̈
¦̈̈̈̈̈
¤
c, ��

�����


�


����� , c, ��
�����



�

�����
£̈̈̈̈̈
§̈̈̈̈̈
¥
.

Die zugehörigen Lösungen:

y, �x� � c,e��x�x�,
y, �x� � c,e��x�x�.

Insgesamt ist yµ,ν (µ,ν � ,) eine Basis des Lösungsraums von y� � Ay.

Bisher haben wir nur die homogene Gleichung y� � Aybetrachtet; nun wenden
wir uns der inhomogenen Gleichung y� � Ay� f zu:

1.4.13 Satz Es seien A > M �n � n,K�, I ` R ein Intervall und f� I � Kn stetig,
x > I und y > Kn. Dann hat die Di�erentialgleichung

y� � Ay� f (1.48)

genau eine stetig di�erenzierbare Lösung y� I � Kn mit

y�x� � y, (1.49)

nämlich
y�x� � eA�x�x�y � S x

x
eA�x�t� f �t� dt. (1.50)

Beweis Sei y eine Lösung von (1.48) mit (1.49), z �x� �� e�A�x�x�y�x�. Dann
ist

z� �x� � �Ae�A�x�x�y�x� � e�A�x�x�y� �x� � e�A�x�x� f �x� ,
z �x� � y.

� z �x� � y � S x

x
e�A�t�x� f �t� dt.

1.4.5
� y�x� � eA�x�x�y � S x

x
eA�x�t� f �t� dt,

d. h. y ist durch (1.50) gegeben. –Umgekehrt: Die Probe bestätigt: (1.50) ist Lösung
von (1.48) mit (1.49). j

Ein schönes Beispiel ist der freie Fall imVakuum in der Nähe der Erdober
äche
unter Berücksichtigung der Erdrotation, zu �nden in Gantmacher (1965), S. 111 �.
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1.5 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

1.5.1 De�nition (Di�erentialgleichung n-ter Ordnung) Sind α, . . . ,αn� > K,
I ` R ein Intervall, y� I � K, g� I � K, so heißt

y�n� � αn�y�n�� � . . .� αy� � αy � g (1.51)

eine inhomogene lineareDi�erentialgleichung n-terOrdnungmit konstantenKo-
e�zienten. Ist g � , also

y�n� � αn�y�n�� � . . .� αy� � αy � , (1.52)

so heißt die Di�erentialgleichung homogen.

1.5.2 Folgerung (a) DieMengeV �� �y� I � K� y n-mal di�erenzierbar mit (1.52)�
ist ein K-Vektorraum; alle y > V sind beliebig o� di�erenzierbar.

(b) Ist (1.51) lösbar, so ist die Menge der Lösungen von (1.51) eine Restklasse
modulo V, d. h. sind y, y zwei Lösungen von (1.51), so ist y � y > V, und
ist y eine Lösung von (1.51), so ist �y � y� y > V� dieMenge aller Lösungen
von (1.51).

Welche Dimension hatV? Diese Frage lässt sich am einfachsten mit Hilfe eines
passenden linearen Di�erentialgleichungs-Systems beantworten.

1.5.3 Konstruktion Homogene lineareDi�erentialgleichungenn-terOrdnungmit
konstanten Koe�zienten und zugeordnete homogene Systeme linearer Di�eren-
tialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koe�zienten.
Sei y� I � K eine n-mal di�erenzierbare Lösung von (1.52). Wir setzen

z ��
���
z
�

zn

��� � I � Kn, zk �� y�k�� �k � , . . . ,n�
Dann liefert (1.52): z� � z, . . . , z

�
n� � zn� und z

�
n � �αz � . . . � αn�zn, oder

anders geschrieben

z� � Az mit A�

��������
   . . . 
   . . . 
� � � � �

  . . .  
�α �α �α . . . �αn�

��������
(1.53)
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Ersichtlich ist die Abbildung y( z, wobei yLösung von (1.52) und z Lösung von
(1.53) sei, linear und injektiv. Umgekehrt: Ist z� I � Kn eine Lösung von (1.53), so
ist y �� z� I � K eine n-mal di�erenzierbare Lösung von (1.52). Die Abbildung

φ�V � L �� �z� I � Kn di�erenzierbar� z� � Az� , φ�y� �� z
ist o�enbar ein Vektorraum-Isomorphismus. Aber wir wissen: dimKL � n nach
1.4.8 b). j

1.5.4 Satz (a) DerK-Vektorraum V der Lösungen der homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung (1.52) mit konstanten Koe�zienten hat die Dimension n:
dimKV � n.

(b) Sind x > I, y, y, . . . , yn� > R beliebig vorgegeben, so gibt es genau eine
Lösung y� I � R von (1.52) mit y�x� � x, y� �x� � y,. . . , y�n�� �x� �
yn�.

Beweis (a) dimKV
1.5.3
� dimKL

1.4.8 b)
� n.

(b) Zu z �� � y
�

yn�
� > Kn existiert nach 1.4.8 a) genau ein z > Lmit z �x� � z.

Dann leistet y �� φ� �z� � z das Verlangte und ist wegen V � L nach 1.4.8
eindeutig bestimmt. j

1.5.5 Satz (Basissatz) Vorgelegt sei die Di�erentialgleichung (1.52) über K, y� I �
K (man kann I � R wählen), und das sog. charakteristische Polynom von (1.52)
p�X� �� Xn � αn�Xn� � . . .� αX � α zerfalle über K in Linearfaktoren:

p�X� � k
M
j�
�X � λj�mj ,

(λ, . . . , λk > K verschieden, m, . . . ,mk > N, m � . . . �mk � n). Dann bilden für
jedes x > I die Funktionen

yj,ν �x� �� �x � x� eνλj�x�x� �j� , . . . , k, ν � , . . . ,mj� � (1.54)

ein Hauptsystem des Lösungsraums V von (1.52). Insbesondere ist damit für K � C

eine Basis des Lösungsraums von (1.52) bekannt.
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Beweis Wir betrachten den Isomorphismus

φ�V � L �� �z� I � Kn
� z� � Az� , y( z �

������
y
y�

�

y�n��

������
aus 1.5.3 mit

A�

��������
   . . . 
   . . . 
� � � � �

  . . .  
�α �α �α . . . �αn�

��������
Mit Argumenten der Linearen Algebra sieht man nun leicht, dass

pA�X� � ���n �Xn
� αn�Xn�

� . . .� αX � α� � ���n p�X� ;
daher der Name charakteristisches Polynom für p. Nach Voraussetzung zerfällt pA,
und wir können die Basiskonstruktion aus 1.4.11 für die Di�erentialgleichung z� �
Az anwenden. Dazu brauchen wir das Minimalpolynom mA von A: Wiederum
mit Methoden der Linearen Algebra �nden wir: pA � ���nmA für obiges A, also
mA � p. Wir wollen aber diese Information gar nicht benutzen, da sie sich bei
unseren Argumenten automatisch ergibt. pA zerfällt, also auchmA, etwa

ma �X� � k
M
j�
�X � λj�µj .

1.4.11 besagt: L hat eine Basis von Funktionen des Typs

zc �x� � ��µj�

Q
ν�

�x � x�ν
ν!

�A� λjEn�ν c�� eλj�x�x�,

wobei c > Bj eine Basis von Uj durchläu� für j � , . . . , k. Die Elemente von
V sind beliebige Linearkombinationen der ersten Koordinatenfunktionen solcher
zc. Also ist jedes y > V eine Linearkombination des Typs

y �
k
Q
j�

µj�

Q
ν
αjνyjν (1.55)
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mit den yjν aus (1.54). Wir setzen q �� Pk
j� µj B n und

W ��

¢̈̈̈̈̈̈̈
¨̈̈̈̈̈̈̈̈
¨̈̈̈¦̈̈̈̈̈̈
¨̈̈̈̈̈̈̈̈
¨̈̈̈̈¤

a �

��������������������

α,
�

α,µ�
α,
�

α,µ�
�

αk,
�

αk,µk�

��������������������

> Kq
�

k
Q
j�

µj�

Q
ν�

αjνyjν > V

£̈̈̈̈̈̈̈
¨̈̈̈̈̈̈̈̈
¨̈̈̈§̈̈̈̈̈̈
¨̈̈̈̈̈̈̈̈
¨̈̈̈̈¥

Dann istW ` Kq ein Untervektorraum, und

ψ�W � V , a(
k
Q
j�

µj�

Q
ν�

αjνyjν

ist eine surjektive lineare Abbildung, denn jedes y > V hat ja eine Darstellung
(1.55). Wegen dimKV � n ist dimKψ �W� C n, denn dimKV � dimK kerψ �

dimKW. AusW ` Kq folgt q C dimW C dimψ �W� C n, also q C n. Wegen µj B
mj ist aber ohnehin q � Pk

j� µj B Pk
j�mj � n, d. h. q � n, µj � mj für j� , . . . , k,

pA � ���nmA, dimW � q � n, also W � Kn. Nun ist ψ�Kn � V surjektiv,
dimKn � dimV � n, also ist ψ ein Isomorphismus, der eine beliebige Basis von
Kn in eine Basis von V überführt. Wählt man inKn die Standardbasis e, . . . , en,
so sind ψ �e� , . . . ,ψ �en� gerade die yjν für j� , . . . , k und ν � , . . . ,mj� . j

1.5.6 Satz (Basissatz, reelle Version) Gegeben sei die Di�erentialgleichung (1.52)
mit Koe�zienten α, . . . ,αn� > R, und das charakteristische Polynom

p�X� � Xn
� αn�Xn�

� . . .� αX � α > R �X�
von (1.52) habe über C die Zerlegung

p�X� � k
M
j�
�X � λj�mj

mit verschiedenen λ, . . . , λk > C, wobei λ, . . . , λr > R, λj � αj � iβj und λj�s �
αj� iβjmit αj > R, βj A  für j� r � , . . . , r � s. Dann hat der Lösungsraum VR
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von (1.52) über R für jedes x > I das Hauptsystem

�x � x�ν eλj�x�x� �j� , . . . , r, ν � , . . . ,mj� ��x � x�ν eαj�x�x� cos βj�x � x��x � x�ν eαj�x�x� sin βj�x � x� �j� r � , . . . , r � s, ν � , . . . ,mj� �
(1.56)

Beweis Nach 1.5.5 sind die Funktionen (1.56) wegen eα�iβ � eα �cos β � i sin β�
eine Basis von VC über C. Sei y > VR. Dann ist y eine Linearkombination der
Funktionen (1.56) mit Koe�zienten aus C. Übergang zum Realteil: y ist Linear-
kombination der Funktionen (1.56) mit reellen Koe�zienten.� (1.56) ist ein Er-
zeugendensystem von VR und hat genau n � dimRVR Elemente. Also ist (1.56)
eine Basis von VR. j

1.5.7 Beispiel Die Di�erentialgleichung y���αy �  haben wir schon in 0.2.6 (im
Fall α � ω A ) und in Aufgabe 5 (für den Fall α � �λ @ ) betrachtet. Jetzt geht
das so: Das charakteristische Polynom p�X� �� X�α zerfällt überR genau dann,
wenn α B .

(i) α � �λ @ . Dann ist p�X� � �X � λ� �X � λ�. Dann liefert 1.5.5 mitK � R:
Es gibt ein Hauptsystem, und zwar eλx, e�λx (oder cosh λx, sinh λx).

(ii) α � � p�X� � X. In diesem Fall liefert 1.5.5 mit K � R das Hauptsystem
,x

(iii) α � ω A  � p�X� � �X � iω� �X � iω� Jetzt liefert 1.5.6 für K � R das
Hauptsystem über R: cosωx, sinωx. Alternativ liefert 1.5.5 für K � C das
Hauptsystem über C: eiωx, e�iωx.

1.5.8 Beispiel (Homogene lineare Di�erentialgleichung 2. Ordnung) (mit kon-
stanten Koe�zienten über R): y�� � ay� � by �  (a,b > R). Charakteristisches
Polynom:

p�X� � X
� aX � b � �X � a� � b � a.

3 Fälle können au�reten:

(i) a � b A  � p�X� � �X � λ� �X � λ� mit λ � �a �
º
a � b, λ �

�a �
º
a � b > R, Hauptsystem: eλx, eλx.
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(ii) a � b � � p�X� � �X � a�, λ � �a,m � , Hauptsystem: eλx, xeλx.

(iii) a � b @ � p�X� � �X � λ� �X � λ�mit λ � �a � i
º
b � a, Im λ A ,

λ � λ, im Sinne von 1.5.6 setze man α �� �a, β ��
º
b � a, Hauptsystem:

eαx cos βx, eαx sin βx. Man kann hier auch überall x � x an Stelle von x
schreiben, wenn das bequemer ist.

1.5.9 Beispiel (Gedämp�e Schwingung) Wir be�nden uns in der Situation von
0.2.6 (siehe Abb. 1.10): Rücktreibende Federkra� KRück � �Dx, mit der Feder-
konstante D A , Reibungskra�: KReib � �Rẋ (für geringe Geschwindigkeiten ist
diese also proportional zur Geschwindigkeit), R C ; Masse: mẍ � �Dx � Rẋ,
also:

ẍ �
R
m
ẋ �

D
m
x � .

1.5.8 liefert die Hauptsysteme a � R
m , b �

D
m .

(i) a A b (d. h. die Reibung ist groß im Verhältnis zur rücktreibenden Kra�:
R A mD):

λ � �a �
º
a � b �


m
��R �ºR �mD� @ ,

λ �

m
��R �ºR �mD� @ 

Hauptsystem eλ�t�t�, eλ�t�t�. Anfangsbedingung x �t� � x, ẋ �t� �

v:
x �t� � αeλ�t�t� � βeλ�t�t�,

wobei x � α � β, v � λα � λβ. Also ist α �
v�λx
λ�λ , β � v�λx

λ�λ .

� x �t� � v � λx
λ � λ

eλ�t�t� � v � λx
λ � λ

eλ�t�t�

ist die Lösung der Di�erentialgleichung mit x �t� � x, ẋ �t� � v.
In unserem Beispiel sind R A , �R�

º
R�mD
m @ , d. h. der Massenpunkt

bewegt sich exponentiell in die Ruheposition zurück: Situation bei gut ein-
gestellten Schwingtüren oder bei einer Schwingung in zähemMedium.
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(ii) a � b, d. h.R � mD.� λ � � R
m ,m � , Hauptsystem: eλ�t�t�, �t � t� eλ�t�t�.

Anfangsbedingung: x �t� � x, ẋ �t� � v:
x �t� � αeλ�t�t� � β �t � t� eλ�t�t�,

x � α, v � λα � β, also α � x, β � v � λ� x,

x �t� � xeλ�t�t� � �v � λx� �t � t� eλ�t�t�.
In jedemFall kehrt derMassenpunkt asymptotisch in dieAusgangslage zurück,
ohne zu schwingen. Allerdings kann es – je nachWahl von x und v – vor-
kommen, dass die Rückkehr in die Ausgangslage ”einseitig“ statt�ndet, oder
dass der Massenpunkt zunächst über  hinaus zurückschnellt und dann in
die Ausgangslage zurückkriecht.

(iii) a @ b, d. h. R @ mD (Reibung klein im Verhältnis zur rücktreibenden
Kra�). Dann ist eine echte gedämp�e Schwingung zu erwarten, da sich im
Grenzfall R �  bekanntlich eine ungedämp�e Schwingung einstellt:

λ � �a � i
º
b � a α � �

R
m
,

� α � iβ β �

m

º
mD � R A ,

Hauptsystem:

eα�t�t� cos β �t � t� , eα�t�t� sin β �t � t� .
Anfangsbedingung: x �t� � x, ẋ �t� � v,

x �t� � αeα�t�t� cos β �t � t� � βeα�t�t� sin β �t � t� ,
x � α, v � αα � ββ, also

α � x, β �
v � αx

β
�

v � R
mx


m

º
mD � R

,

und damit

x �t� � xe� R
m�t�t� cos

º
mD � R

m
�t � t�� mv � Rxº

mD � R
e�

R
m�t�t� sin

º
mD � R

m
�t � t� .
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b0

x

Abbildung 1.10: Gedämp�e Schwingung einer Feder aus 1.5.9

Exponentiell gedämp�e Schwingung; R � : D
m � ω, ω A :

x � x cosω�t � t� � vω sinω�t � t�
ist die Lösung aus 0.2.6. Man kann auch hier die maximale Amplitude und
die Phasenverschiebung berechnen wie in 0.2.6 und für x eine Darstellung
des Typs

x �t� � Ae� R
m�t�t� cos �ω�t � t� � φ�

herleiten.

Nunbetrachtenwir inhomogene lineareDi�erentialgleichungenn-terOrdnung
mit konstanten Koe�zienten:

1.5.10 Satz Vorgelegt sei die inhomogene lineareDi�erentialgleichung (überK) (1.51).
mit stetigem g� I � K. Dann existiert zu beliebig vorgegebenen x > I, y, . . . , yn� >
K genau eine Lösung y� I � K (n-mal stetig di�erenzierbar) von (1.51)mit

y�x� � y, . . . , y�n�� �x� � yn�. (1.57)
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Beweis Sei y eine n-mal di�erenzierbare Lösung von (1.51). Wir setzen

z� I � Kn, z ��

������
y
y�

�

y�n��

������ ,
und haben:

z� �

������
y�

�

y�n��
y�n�

������ �

������
y�

�

y�n��
�αy� . . .� αn�y�n�� � g

������ � Az � f

mit

A�

��������
   . . . 
   . . . 
� � � � �

  . . .  
�α �α �α . . . �αn�

��������
, f ��

�����

�


g

����� � I � Kn stetig

Umgekehrt: Ist z� I � Kn di�erenzierbar mit z� � Az� f, so ist y �� z eine n-mal
di�erenzierbare Lösung von (1.51). Nun hat nach 1.4.13 die Di�erentialgleichung
z� � Az� f für jedes x > I, z > Kn genau eine Lösung zmit z �x� � z, nämlich

z �x� �� eA�x�x�z � S x

x
eA�x�t� f �t� dt.

Wählen wir z �� �y, . . . , yn���,Aund fwie oben, so folgt die Behauptung, und
wir haben die Lösung sogar explizit angegeben. j

E�ektive Bestimmung der Lösungen: Gegeben seien die inhomogenen Di�e-
rentialgleichungen (alles überK) (1.51) mit g� I � K stetig und die zugehörige ho-
mogene Di�erentialgleichung (1.52). Sei u, . . . ,un eine Basis des Lösungsraums
V von (1.52). Dann brauchen wir nach 1.5.2 b) nur eine sog. partikuläre Lösung u
von (1.51), und erhalten in der Gestalt

u � u� � λu � . . .� λnun �λ, . . . , λn > K�
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alle Lösungen von (1.51) über K. Da das Anfangswertproblem für (1.51) für jeden
Anfangswert (1.57) nach 1.5.10 eindeutig lösbar ist, ist damit bei bekannten Funk-
tionen u,u, . . . ,un die Lösung des Anfangswertproblems auf die Lösung eines
linearen Gleichungssystems reduziert. Eine Basis u, . . . ,un ist bekannt aus 1.5.5
und 1.5.6. Bleibt das Problem: Wie �ndet man ein u? Die Antwort �ndet sich in
1.5.12. Vorab ein

1.5.11 Lemma Ist u, . . . ,un� I � K eine Basis des Lösungsraums V von (1.52)
über K, so gilt für alle x > I:

W �x� ��
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
u �x� . . . un �x�
u� �x� . . . u�n �x�
� �

u�n�� �x� . . . u�n��n �x�
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
�W �x� eαn��x�x� ~�  �x > I�

W �x�nenntmandieWronskischeDeterminante, benannt nachGrafHoënéWron-
ski, 1778–1853.

Beweis W ist di�erenzierbar, und nach der Leibniz-Formel für die Determinan-
te

detM � Q
σ>Sn

n
M
i�
Mi,σ�i� sgn σ

gilt:

W� �x� �
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
u� . . . u�n
u� . . . u�n
� �

u�n�� . . . u�n��n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
�

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
u . . . un
u�� . . . u��n
� �

u�n�� . . . u�n��n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
� . . .�

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
alle gleich !

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
u . . . un
� �

u�n�� . . . u�n��n

u�n� . . . u�n�n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
�

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
u . . . un
u� . . . u�n
� �

�αn�u
�n��
 � . . .� αu . . . �αn�u

�n��
n � . . .� αun

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
� �αn�W.

� W �x� � W �x� e�αn��x�x� für alle x > I. Da das Anfangswertproblem der
Di�erentialgleichung (1.52) mit den Anfangsbedingungen y�x� � y, y� �x� �
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y, . . . , y�n�� �x� � yn� für beliebiges �y, . . . , yn��� > Kn lösbar ist, sind die
Vektoren ������

u �x�
u� �x�

�

u�n�� �x�
������ , . . . ,

������
un �x�
u�n �x�

�

u�n��n �x�
������

linear unabhängig, also istW �x� ~� . Das gilt für beliebiges x > I. Da wir nur
W �x� ~�  für alle x brauchen, ist für den engeren Zweck der folgenden e�ekti-
ven Lösungsbestimmung die genaue Bestimmung der DeterminanteW �x� hier
eigentlich nicht nötig, kommt aber von selbst mit heraus. j

1.5.12 Konstruktion (E�ektive Bestimmung einer partikulären Lösung) Gegeben
seien Konstanten α, . . . ,αn� > K, g� I � K stetig, p�X� �� Xn�αn�Xn�� . . .�
α, D �� d

dx ; dann ist die inhomogene Di�erentialgleichung (1.51) äquivalent zu
p�D� y � g, die zugehörige homogeneDi�erentialgleichung (1.52) zu p�D� y � .
Sei u, . . . ,un ein Hauptsystem von (1.52). Zur Bestimmung einer partikulären
Lösung u von (1.51) machen wir den Ansatz

u �

n
Q
j�
cjuj

mit di�erenzierbaren Funktionen cj� I � K für j� , . . . ,n (Methode der Variati-
on der Konstanten). Dann gilt:

n �  Gleichungen

¢̈̈̈̈̈̈̈
¦̈̈̈̈̈̈̈
¨̈¤

u� � Pn
j� cju

�

j, falls Pn
j� c

�

juj � ,
u�� � Pn

j� cju
��

j , falls Pn
j� c

�

ju
�

j � ,
�

u�n�� � Pn
j� cju

�n��
j , falls Pn

j� c
�

ju
�n��
j � ,

und es folgt weiter:

u�n� �
n
Q
j�
cju

�n�
j �

n
Q
j�
c�ju

�n��
j ,

also nach Multiplikation mit α, . . . ,αn� und Summation

p�D�u �

n
Q
j�
cjp�D�uj´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�!

�

n
Q
j�
c�ju

�n��
j ,
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d. h. p�D�u � g, fallsPn
j� c

�

ju
�n��
j � g.

Ergebnis: Sind die di�erenzierbaren Funktionen c, . . . , cn� I � K so gewählt, dass

n
Q
j�
c�ju

�i��
j �  �i � , . . . ,n� , (1.58)

so ist u � Pn
j� cjuj eine partikuläre Lösung der Di�erentialgleichung (1.51). Wir

zeigen weiter: (1.58) ist lösbar! Wir fassen (1.58) auf als lineares Gleichungssystem
für c�, . . . , c

�
n (und zwar für jedes feste x > I): Nach 1.5.11 ist die Determinante

W �x� ��
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
u �x� . . . un �x�
u� �x� . . . u�n �x�
� �

u�n�� �x� . . . u�n��n �x�
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
�W �x� eαn��x�x� ~�  �x > I� .

Dann liefert die Cramersche Regel: Es gibt eindeutig bestimmte stetige Funktio-
nen c�, . . . , c

�
n� I � K, so dass (1.58) gilt. Zu diesen (stetigen!) c�, . . . , c

�
n wählen

wir Stammfunktionen c, . . . , cn� I � K und bilden u �� Pn
j� cjuj. Dann ist u eine

partikuläre Lösung von (1.51). j

Bemerkung Eine Abänderung von c, . . . , cn um irgendwelche Konstantenmuss
nach dieser Überlegung erlaubt sein und ist es o�enbar auch, denn sie bedeutet
eine Abänderung von u um eine Lösung des homogenen Systems.

Ergebnis: Sind α, . . . ,αn� > K und g� I � K stetig, u, . . . ,un eine Basis des
Lösungsraums der Di�erentialgleichung (1.52), so gibt es eine partikuläre Lösung
u der inhomogenen Di�erentialgleichung (1.51) von der Form u � Pn

j� cjujmit
einfach stetig di�erenzierbaren Funktionen c, . . . , cn� I � K. Ein solches System
von Funktionen c, . . . , cn erhält man durch Au
ösen des linearen Gleichungssys-
tems (1.58) nach c�, . . . , c

�
n und anschließendeWahl von Stammfunktionen c, . . . , cn

zu c�, . . . , c
�
n.

1.5.13 Beispiel (Lineare Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung) Manvgl. hier-
zu auch 1.5.8.

y�� � ay� � by � g�t� ,
g� I � R, a,b > R. Wir betrachten z. B. den Fall a�b A  und haben nach 1.5.8 das
Hauptsystem u � eλt, u � eλt mit λ � �a �

º
a � b und λ � �a �

º
a � b.
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Wir setzen wir oben unsere partikuläre Lösung an in der Form u � cu � cu
mit c, c� I � R und haben als Gleichungssystem (1.58):

c�e
λt � c�e

λt � ,

λc�e
λt � λc�e

λt � g�t� ,
und das wird gelöst von

c� �


λ � λ
e�λtg�t� ,

c� � �


λ � λ
e�λtg�t�

Zu diesen c�, c
�
 bestimme man (irgendwelche!) Stammfunktionen c, c� I � R.

Diese existieren, da g stetig ist. Dann ist u � cu � cu eine partikuläre Lösung
der inhomogenen Di�erentialgleichung, und in der Gestalt

u � �c � α�u � �c � α�u �α,α > R�
erhalten wir alle Lösungen der inhomogenen Di�erentialgleichung.
D Das Beispiel klappt unverändert über C; so lange λ ~� λ, d. h. a ~� b gilt.
Manchmal kannmanviel einfacher eine spezielle Lösung�nden,wenndie Funk-

tion g auf der rechten Seite der inhomogenen Di�erentialgleichung von speziel-
lem Typ ist. Folgender Satz gibt ein Beispiel:

1.5.14 Satz Es seien α, . . . ,αn� > K, und gegeben sei die Di�erentialgleichung

y�n� � αn�y�n�� � . . .� αy � g�x� eλx �x > R� (1.59)

mit einem Polynom g > K �X� vom Grad m, λ > K. Ferner sei λ Nullstelle der
Vielfachheit k C  des charakteristischen Polynoms

p�X� � Xn
� αn�Xn�

� . . .� α.

(Dabei heißt k � : p�λ� ~� .) Dann hat (1.59) eine spezielle Lösung u der Form
u �x� xkφ�x� eλx mit φ > K �X�, mit gradφ B grad g.

Beweis per Induktion nach m �� grad g. Wir zerlegen p�X� � q�X� �X � λ�k,
mit q > K �X�, q�λ� ~� .
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m � : Mit g�x� � a leistet φ�x� �� a
k!q�λ� das Verlangte, denn mit D �� d

dx gilt:

p�D� xkφ�x� eλx � q�D� �D � λ�k a
k!q�λ�xkeλx

� q�D� a
q�λ� eλx � aeλx � g�x� eλx.

m � ( m:

p�D� �xm�keλx� � q�D� �D � λ�k xm�keλx

� �m � k� �m � k � � � . . . � �m � � q�D� xmeλx
� h �x� eλx

mit geeignetem h > K �X� vomGradm. Sei nun grad g � m, hwie oben und
die Behauptung richtig für einen Polynomgrad B m � . Dann existiert ein
α > K, so dass für g �� g�αh gilt: grad g B m�. Die Induktionsvorausset-
zung liefert jetzt die Existenz eines φ > K �X�mit gradφ B grad g B m� 
und

p�D� xkφ �x� eλx � g �x� eλx.
Für φ �� φ � αxm gilt nun:

p�D� xkφ�x� eλx � p�D� xkφ �x� eλx � αp�D� xm�keλx

� �g �x� � αh �x�� eλx � g�x� eλx. j
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2 Existenz-, Eindeutigkeitssatz und
Abhängigkeitssätze für Systeme
von Differentialgleichungen erster
Ordnung

Contents
2.1 Der Satz von Arzelà-Ascoli und der Existenzsatz von Peano 77
2.2 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Lindelöf 85
2.3 Systeme linearer Di�erentialgleichungen . . . . . . . . . . . 97
2.4 Lineare Di�erentialgleichungen n-ter Ordnung . . . . . . . 106
2.5 Stetige und di�erenzierbare Abhängigkeit der Lösungen . . 115
2.6 Trennungs-, Vergleichs-, Oszillations- und Amplitudensatz 120

Vorbemerkung: Wir werden im folgenden Di�erentialgleichungen des Typs

y� � f �x, y� (2.1)

betrachten, wobei f�G � Rn, G ` Rn�; gesucht sind Lösungen y� I � Rn mit
Graph y ` G, so dass (2.1) gilt. In der Regel interessiert man sich für Lösungen y,
die der Anfangsbedingung y�x� � y genügen.
VieleDi�erentialgleichungen haben a priori nicht dieGestalt (2.1), lassen sich aber
auf die Form (2.1) bringen;

2.0.15 Beispiel Vorgelegt sei die Di�erentialgleichung

y�n� � F �x, y, y�, . . . , y�n��� (2.2)

mit F�G � R, G ` Rn� o�en; gesucht ist eine n-mal di�erenzierbare Funktion
y� I � R mit �x, y�x� , . . . , y�n�� �x�� > G für alle x > I, so dass (2.2) gilt. Jeder
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solchen Lösung ordnen wir den Vektor

z ��

������
y
y�

�

y�n��

������ � I � Rn

zu und haben: z ist di�erenzierbar mit

z� �

������
y�

y��

�

y�n�

������ �

������
y�

�

y�n��
F �x, y, . . . , y�n���

������ � f �x, z� (2.3)

mit geeignetem f�G � Rn; wobeiG der De�nitionsbereich von F ist. Das ist eine
Di�erentialgleichung vom Typ (2.1) für z. – Ist umgekehrt z� I � Rn eine di�eren-
zierbare Lösung von (2.3), d. h. von

z� �
�����

z
�

zn
F �x, z, . . . , zn�

����� , �z � �z, . . . , zn��� ,
so gilt für y �� z: y ist n-mal di�erenzierbar mit y�i� � z�i � zi� für i � , . . . ,n� 
und y�n� � z�n � F �x, z, . . . , zn� � F �x, y, . . . , y�n���. Auch die Anfangsbe-
dingungen übertragen sich problemlos von y auf z und umgekehrt: Genügt yder
Di�erentialgleichung (2.2) und der Anfangsbedingung y�x� � y, y� �x� � y,
. . . , y�n�� �x� � yn�, so genügt

z ��

������
y
y�

�

y�n��

������ � I � Rn

der Anfangsbedingung z �x� � �y, y, . . . , yn��� �� z. Umgekehrt: Genügt z
der Di�erentialgleichung (2.3) und der Anfangsbedingung z �x� � z > Rn, so
genügt y �� z der Di�erentialgleichung (2.2) und der Anfangsbedingung������

y�x�
y� �x�

�

y�n�� �x�
������ � z ��

�����
y
y
�

yn�

����� .

76



Also: Die Zuordnung y( z liefert unter Mitnahme der Anfangsbedingung eine
Bijektion zwischen den Lösungen von (2.2) und (2.3). Da (2.1) formal noch et-
was allgemeiner aussieht als (2.3), werden wir im folgenden wesentlich mit (2.1)
arbeiten. Daher sind (2.2) und (2.3) im Sinne dieser Korrespondenz äquivalent.
– Diese Korrespondenz lässt sich noch verallgemeinern, indem man System von
Di�erentialgleichungen des Typs

y�nj�
j � fj�x, y, . . . , y�n�� , . . . , ym, . . . , y

�nm��
m � �j� , . . . ,m� (2.4)

auf die Gestalt (2.1) bringt. Wir werden uns also auf Systeme des Typs (2.1) be-
schränken und für diese Existenz- und Eindeutigkeitssätze und Sätze über die
stetige Abhängigkeit der Lösungen von den Anfangswerten herleiten.

2.1 Der Satz von Arzelà-Ascoli und der Existenzsatz
von Peano

benannt nach den italienischenMathematikern Cesare Arzelà (1547–1912), Giolio
Ascoli (1843–1896) und Guiseppe Peano (1858–1932).
Die Di�erentialgleichung (2.1) hat unter der bloßen Annahme der Stetigkeit von
f bereits eine Lösung mit beliebig vorgegebenem Anfangswert, aber die Lösung
muss nicht eindeutig sein.
Zur Vorbereitung des Satzes von Peano einige Tatsachen über Funktionenfolgen:

2.1.1 De�nition (Gleichgradige Stetigkeit) Sei D ` Rn (oder in einem anderen
metrischen Raum) und M eine Menge von Funktionen f�D � Rm (oder einen
anderen metrischen Raum).

(a) M heißt gleichgradig stetig in a > D, wenn zu jedem ε A  ein δa A  existiert,
so dass Yf �x� � f �a�Y @ ε für alle x > Dmit Yx � aY @ δa und alle f > M.

(b) M heißt gleichgradig stetig aufD, wennM in jedem a > D gleichgradig stetig
ist.

(c) M heißt gleichstetig (oder auch gleichmäßig gleichgradig stetig), wenn zu
jedem ε A  ein δ A  existiert, so dass Yf �x� � f �y�Y @ ε für alle x, y > D
mit Yx � yY @ δ und alle f > M.
Vorsicht: In der englischsprachigen Literatur sind diese Begri�e nicht ganz
einheitlich: z. B. verwendet Stromberg denBegri� ”equicontinuous“ im Sin-
ne von b).
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(d) M heißt punktweise beschränkt, wenn für alle x > DdieMenge �f �x� � f > M� `
Rm beschränkt ist, d. h. wenn es zu jedem x > D ein Cx > R gibt, so dassYf �x�Y B Cx für alle f > M, x > D.

(e) M heißt gleichmäßig beschränkt, wenn es ein C A  gibt, so dass Yf �x�Y B
C für alle f > M, x > D.

2.1.2 Beispiele (a) Für a,b > R sei φa,b�R � R, φa,b �x� �� ax � b; ferner
sei C A  und M �� �φa,b� a,b > R, SaS B C�. Dann ist M gleichstetig, aber
nicht punktweise beschränkt. Für C A  ist M̃ �� �φa,b� SaS B C, SbS B C�
punktweise beschränkt, aber nicht gleichmäßig beschränkt.

(b) Ist K ` Rn kompakt und �fk�kC eine gleichmäßig konvergente Folge ste-

tiger Funktionen fk�K � Rm, fk
k�ª
ÐÐÐ� f, so ist M �� �f� 8 �fk� k C �

gleichstetig und gleichmäßig beschränkt.

Beweis Sei ε A . Nach dem Cauchy-Kriterium gibt es zu ε A  ein N, so
dass für alle m,n C N, x > K gilt: Yfm �x� � fn �x�Y @ ε

 . K ist kompakt
und fN stetig, also ist fN gleichmäßig stetig, es gibt also ein δ A , so dassYfN �x� � fN �y�Y @ ε

 für alle x, y > K mit Yx � yY @ δ.� Für alle n C N,
x, y > K, Yx � yY @ δ ist
Yfn �x� � fn �y�Y B Yfn �x� � fN �x�Y�YfN �x� � fN �y�Y�YfN �y� � fn �y�Y @ ε,
und für n�ª folgt auch Yf �x� � f �y�Y @ ε. Da f, . . . , fN� gleichmäßig
stetig sind auf K, folgt nach eventueller geeigneter Verkleinerung von δ
(zumMinimum der δn der gleichmäßigen Stetigkeit von f, . . . , fN�):

¦ x, y > K, Yx � yY @ δ, g imM Yg�x� � g�y�Y @ ε.
M ist also gleichstetig. Ferner: fn

gleichmäßig
ÐÐÐÐÐÐ� f, also

¦ x > K, n C n �� Yf �x� � fn �x�Y @ .

f ist stetig, f SK also beschränkt: Yf �x�Y B C für alle x > K. Also ist Yfn �x�Y B
C �  für alle n C n �� und alle x > K. Somit ist M gleichmäßig be-
schränkt. j
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2.1.3 Satz Es seien X ` Rn und �fk� eine gleichgradig stetige Folge von Funktio-
nen fk�X � Rm, die auf einer dichten Teilmenge D ` X konvergiere. Dann gibt es
eine stetige Funktion f�X � Rm, so dass �fk�kC auf jedem Kompaktum K ` X
gleichmäßig gegen f SK konvergiert.
FürX lässt sich auch ein beliebiger topologischer Raum, fürRm ein beliebiger vollständi-
ger metrischer Raum wählen, siehe Stromberg (1996), S. 165.

Beweis Seien x > X, ε A .� § δx A , so dass

Yfk �t� � fk �x�Y @ ε


(2.5)

für alle k C  und t > X, Yt � xY @ δx. D a X � § t > D, Yt � xY @ δx, und da�fk �t��kC konvergiert, folgt: Es gibt ein N > Nmit

Yfk �t� � fℓ �t�Y @ ε


(2.6)

für alle k, ℓ C N. (2.5) und (2.6) liefern zusammen:

Yfk �x� � fℓ �x�Y B Yfk �x� � fk �t�Y�Yfk �t� � fℓ �t�Y�Yfℓ �t� � fℓ �x�Y @ ε, falls k, ℓ C N.

� �fk �x��kC ist eineCauchyfolge inRm, also existiert ein f�X� Rmmit fk
k�ª
ÐÐÐ�

f (punktweise). Wir zeigen: f ist stetig: Sei x > X, ε A , δx wie oben, t > X,Yt � xY @ δx und ℓ so groß, dass
Yf �t� � fℓ �t�Y @ ε


(2.7)

Yf �x� � fℓ �x�Y @ ε


(2.8)

(2.5),(2.6),(2.8)
Ô� Yf �t� � f �x�Y B Yf �t� � fℓ �t�Y � Yfℓ �t� � fℓ �x�Y � Yfℓ �x� � f �x�Y @ ε.

(2.9)

� f ist stetig in x. – Sei K ` X kompakt. Wir zeigen: fk SK � f SK gleichmäßig.
Dazu sei ε A . Zu x > K wählen wir δx A  gemäß (2.5), und dann gilt mit
demselben δx auch (2.9) (s.o.). K kompakt liefert: § x, . . . ,xp > k, so dass

K `

p
�
j�
Kδxj

�xj�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
��Uj

.
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Sei nun N so groß, dass

Zf�xj� � fk �xj�Z @ ε


für alle jC N, j� , . . . , p. (2.10)

Sei t > K� § j, so dass t > Uj und damit für alle k C N:

Yf �t� � fk �t�Y B Zf �t� � f�xj�Z´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
@ε nach (2.9)

� Zf�xj� � fk �xj�Z´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
@

ε
 nach (2.10)

� Zfk �xj� � fk �t�Z´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
@

ε
 nach (2.5)

@ ε

� fk SK gleichmäßig
ÐÐÐÐÐÐ� f SK. j

2.1.4 Lemma Es seienD ` Rn abzählbar und �fk�kC eine punktweise beschränk-
te Folge von Funktionen fk�D� Rm. Dann hat �fk� eine punktweise konvergente
Teilfolge �fkj�jC.
Dies ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Bolzano und Weierstraß.

Beweis Sei D � �xj� jC �. Die Folge �fk �x�� ist beschränkt, hat also eine
konvergente Teilfolge �f��k �x��kC. Die Folge �f��k �x��kC ist beschränkt, hat
also auch eine konvergente Teilfolge �f��k �x��kC usw. Es gibt eine Teilfolge�f�j�k �

kC
von �fk�, so dass �f�j�k �xν��kC konvergiert für ν � , . . . , j. Die Dia-

gonalfolge �f�k�k �
kC

ist für k C j eine Teilfolge von �f�j�k �
kC

.� �f�k�k �xj��kC
konvergiert also für alle jC . j

2.1.5 Satz (Arzelà-Ascoli) Es seien K ` Rn kompakt undM eine Menge von steti-
gen Funktionen f�K � Rm. Dann sind äquivalent:

(a) M ist gleichgradig stetig und punktweise beschränkt.

(b) Jede Folge �fk�kC von Funktionen aus M hat eine gleichmäßig konvergente
Teilfolge �fkj�jC, die gegen eine stetige Funktion f�K � Rm konvergiert.

(c) M ist gleichstetig und gleichmäßig beschränkt.

Allgemeiner steht a)�b) in Stromberg (1996), S. 167. Vgl. Heuser (1990), S. 563. Die
Äquivalenz ”a)�b)“ wird von Heuser als ”Satz von Arzelà-Ascoli“ bezeichnet; c)
liefert aber eine weitere wesentliche Vertiefung.
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Beweis ”a)�b)“ Das ist die wesentliche Aussage, die nach Stromberg (1996)
noch viel allgemeiner gilt! Rn ist separabel, also ist auch K separabel, es gibt
also eine abzählbare dichte Teilmenge D ` K. Sei �fk�kC eine Folge ausM.
Dann liefert 2.1.4 die Existenz einer Teilfolge �fkj�jC, die aufD konvergiert.
Mit 2.1.3 folgt jetzt Aussage b).

”b)�c)“ Wäre M nicht gleichstetig, so gäbe es ein ε A  mit folgender Eigen-
scha�: Zu jedem δ A  existiert ein f > M und x, y > K mit Yx � yY @ δ
und Yf �x� � f �y�Y C ε. Zu δ �� 

k wähle man ein solches f � fk und dazu
xk, yk > K mit Yxk � ykY @ 

k und Yfk �xk� � fk �yk�Y A ε. Da K kompakt
ist, hat �xk�kC eine konvergente Teilfolge. Wir können somit oBdA gleich
annehmen, dass xk � x > K, also auch yk � x > K. Nach Voraussetzung

hat �fk�kC eine gleichmäßig konvergente Teilfolge fkj

j�ª
ÐÐ� f, und dann

gilt wegen

Zfkj �xkj� � f �x�Z B Zfkj �xkj� � f�xkj�Z � Zf�xkj� � f �x�Z j�ª
ÐÐ� ,

und dem Analogon für ykj:

fkj �xkj� � fkj �ykj� j�ª
ÐÐ� f �x� � f �x� � .

Das ist aber ein Widerspruch, denn die Terme auf der linken Seite sind alle
in der Norm C ε. Folglich istM gleichstetig.
Wäre M nicht gleichmäßig beschränkt, so gäbe es zu jedem k > N ein
fk > M und ein xk > K mit Yfk �xk�Y C k. �fk�kC hat eine gleichmäßig

konvergente Teilfolge �fkj�jC, etwa fkj

j�ª
ÐÐÐÐÐÐ�
gleichmäßig

f auf K. Aber f ist be-

schränkt, während für alle j gilt: Zfkj �xkj�Z C kj A j. Das ist ein Wider-
spruch, demnach istM gleichmäßig beschränkt.

”c)�a)“ trivial j

Kehren wir nun zurück zu den Di�erentialgleichungen mit

2.1.6 Satz Es seien I �� �x,x � ℓ� ` R, f� I � Rn � Rn stetig und beschränkt.
Dann existiert zu jedem y > Rn eine Lösung y� I � Rn der Di�erentialgleichung
y� � f �x, y�mit y�x� � y.

81



Beweis Wir approximieren die gesuchte Lösung durch passende Streckenzüge
im Richtungsfeld: Teilung von I durch fortgesetzte Halbierung der Intervalle: Tei-
lung Tk: xk,ν �� x � ν ℓ

k für ν � , , . . . ,k, k C ; Streckenzug: yk� I � Rn mit

yk �x� �� ¢̈̈¦̈̈¤y für x � x (vorg. AW für alle k C )
yk �xk,ν� � �x � xk,ν� f �xk,ν, yk �xk,ν�� für xk,ν @ x B xk,ν�, ν � , . . . ,k � .

� yk� I � Rn ist stetig (aber nicht notwendig di�erenzierbar). Wir wollen yk als
Integral einer Funktion zk schreiben und setzen für k C :

zk� I � Rn, zk �x� �� ¢̈̈¦̈̈¤f �x, y� für x � x,
f �xk,ν, yk �xk,ν�� , falls xk,ν @ x B xk,ν�,  B ν B k � ,

und für diese x ist

yk �x� � yk �xk,ν� � S x

xk,ν
zk �t� dt

� yk �xk,� � ν
Q
µ�
�yk �xk,µ� � yk �xk,µ��� � S x

xk,ν
zk �t� dt

� y �
ν
Q
µ�
S

xk,µ

xk,µ�
zk �t� dt � S x

xk,ν
zk �t� dt

� y � S
x

x
zk �t� dt,

also für x B x B x � ℓ:

yk �x� � y � S x

x
zk �t� dt. (2.11)

Auf die Folge �yk� wollen wir 2.1.5 anwenden:

(i) Die Folge �yk� ist gleichmäßig beschränkt, denn: Sei z. B. YfY B C auf I�Rn.
Dann ist für x > I

Yyk �x�Y B YyY �
XXXXXXXXXXXXXXXXXS

x

x
zk �t�²Y�YBC dt

XXXXXXXXXXXXXXXXX
B YyY � ℓC. (2.12)
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(ii) �yk� ist gleichgradig stetig, sogar gleichstetig, denn für alle t,x > I ist

Yyk �t� � yk �x�Y � \S t

x
zk �t� dt\


B C Sx � tS . (2.13)

2.1.5 liefert nun: Es gibt eine Teilfolge �ykj�jC und eine stetige Funktion y� I � Rn

mit ykj

k�ª
ÐÐÐ�
glm.

yauf I. Wir zeigen: Mit diesen kj gilt: zkj �x� j�ª
ÐÐ�
glm.

f �x, y�x�� auf
I.
Begründung: Für x � x ist die Konvergenz klar. Sei x @ x B x � ℓ, jC . Dann
existiert ein νj � νj�x� > �, . . . ,kj � �, so dass xkj,νj @ x B xkj,νj�. Dann ist

Txkj,νj � xT B �kjℓ (2.14)

und damit

Zykj �xkj,νj� � y�x�Z B Zykj �xkj,νj� � ykj �x�Z´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
BC�kjℓ nach (2.13) wg. (2.14)

� Zykj �x� � y�x�Z´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
j�ª
ÐÐ�
glm.



Also ykj �xkj,νj� j�ª
ÐÐ�
glm.

y�x� auf I und ebenso xkj,νj
j�ª
ÐÐ�
glm.

x auf I. Weiter ist

nach (2.12) Zykj �xkj,νj�Z B YyY � ℓC �� R, und f ist auf dem Kompaktum
K �� I � ��R,R�n gleichmäßig stetig. Daher folgt:

Zzkj �x� � f �x, y�x��Z � Zf�xkj,νj, ykj �xkj,νj�� � f �x, y�x��Z @ ε
für alle j C j und alle x > I. Also: zkj �x� j�ª

ÐÐ�
glm.

f �x, y�x��. Damit ist die Zwi-

schenbehauptung bewiesen.
Grenzübergang j�ª in (2.11) liefert:

y�x� � y � S x

x
f �t, y�t�� dt �x > I�

f ist stetig, nach demHauptsatz also ydi�erenzierbar mit y� � f �x, y�, und nach
Konstruktion ist y�x� � y. j
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2.1.7 Satz (Existenzsatz von Peano) Es seien x > R, y > Rn, α,β A ,

K �� ��xy� � Sx � xS B α, Yy� yY B β¡ ` Rn�,

und f�K � Rn sei stetig (also auch beschränkt),

M �� max�Yf �x, y�Y � �x, y� > K� ,
δ ��

¢̈̈¦̈̈¤min �α, β
M� , falls M A ,

α, falls M � .

Dann gibt es mindestens eine Lösung y� �x � δ,x � δ� � Rn der Di�erentialglei-
chung (2.1)mit y�x� � y.
Kurzfassung: Bei stetigem f ist das Anfangswertproblem y� � f �x, y�, y�x� �

y lokal lösbar, und über das Existenzintervall der Lösung gibt 2.1.7 Auskun�.

Beweis Wir setzen J �� �x � α,x � α�,
g� J�Rn

� Rn, g�x, y� �� ¢̈̈¦̈̈¤
f �x, y� für Yy� yY B β,
f�x, y � βYy�yY �y� y�� für Yy� yY A β

Dann ist g stetig und beschränkt:

Yg�x, y�� Y B M �� max�Yf �x, y�Y ��xy� > K¡ .
Wir betrachten die Di�erentialgleichungen

y� � g�x, y� auf �x,x � α�
y� � �g��x, y� auf ��x,�x � α�

und 2.1.6 liefert die Existenz von Lösungen y, y dieser Di�erentialgleichungen:
y� �x,x � α� � Rn und y� ��x,�x � α� � Rn mit y �x� � y, y ��x� �
y. Wir setzen

y� J� Rn, y�x� �� ¢̈̈¦̈̈¤y �x� , falls x > �x,x � α� ,
y ��x� , falls x > �x � α,x� .

84



Dann ist y stetig und für x ~� x di�erenzierbar mit y� � g�x, y�. Wir prüfen
die Di�erenzierbarkeit im Punkte x: Rechtsseitig gilt: y�� �x� � g�x, y�, links-
seitig: y�� �x� � �y� ��x� � g�x, y�. Also ist y in ganz J di�erenzierbar mit
y� � g�x, y� für alle x > J und y�x� � y. Daher ist für alle x > �x � α,x � α�
schon

y�x� � y � S x

x
g�t, y�t�� dt

also Yy�x� � yY B M Sx � xS. Für Sx � xS @ δ aus 2.1.7 ist Yy�x� � yY B Mδ B
β, �x � δ,x � δ� ` J und g S�x�δ,x�δ��Kβ�y� � f S�x�δ,x�δ��Kβ�y�. Also leistet
y S�x�δ,x�δ� das Verlangte. j

2.1.8 Bemerkung In 2.1.7 braucht die Lösung nicht eindeutig zu sein: In 1.1.3 ha-
ben wir gesehen, dass das Anfangswertproblem y� �

»SyS, y�� �  unendlich
viele Lösungen hat.

2.2 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard
und Lindelöf

benannt nach Emile Picard (1856–1941), französischerMathematiker, Doktorvater
vonHenri Lebesgue, bekannt durch die Picardschen Sätze in der Funktionentheo-
rie, und
Ernst Lindelöf (1870–1946), �nnischer Mathematiker, Begründer der sog. ”�nni-
schen Schule“ der Funktionentheorie.
Bekanntlich heißt eine Funktion g� I � R (I ` R sei ein Intervall) Lipschitz-stetig
in x > I, benannt nach Rudolf Lipschitz (1832–1903), deutscher Mathematiker, ab
1864 Professor in Bonn, bekannt durch Arbeiten zur Analysis sowie zu Grund-
satzfragen und der Zahlentheorie, falls es eine UmgebungU von x und ein ℓ A 
gibt, so dass für alle x > U 9 I gilt:

Sg�x� � g�x�S B C Sx � xS .
Wir brauchen einen entsprechendenBegri� für die Funktion g�x, y� auf der rech-
ten Seite der Di�erentialgleichung (2.1) nur in bezug auf die Variable y:

2.2.1 De�nition (Lipschitz-Bedingung) SeiG ` Rn�, f�G � Rm.Wir schreiben
die Punkte aus G in der Form �x, y�mit x > R und y > Rn.

85



(a) f genügt in G lokal einer Lipschitz-Bedingung (in bezug auf y), wenn zu
jedem Punkt �a,b� > G eine Umgebung U und eine Konstante C C  exis-
tieren, so dass

Yf �x, y� � f �x, y�Y B C Yy � yY
für alle �x, y� ,�x, y� > U 9G.

(b) f genügt in G einer Lipschitz-Bedingung (in bezug auf y), falls eine Kon-
stante C A  existiert, so dass

Yf �x, y� � f �x, y�Y B C Yy � yY
für alle �x, y� ,�x, y� > G.

2.2.2 Satz Es seien G ` Rn� o�en, und f�G � Rm, �x, y� ( f �x, y� sei in be-
zug auf y total di�erenzierbar1, und die partiellen Ableitungen von f seien lokal
beschränkt. Das ist z. B. dann erfüllt, wenn f bzgl. y stetig partiell di�erenzierbar
ist. Dann genügt f lokal einer Lipschitz-Bedingung bzgl. y.

Beweis Der Beweis genügt im Fallm � , denn aus

Tfµ �x, y� � fµ �x, y�T B C Yy � yY
für µ � , . . . ,m folgt für f � �f, . . . , fm��:
Yf �x, y� � f �x, y�Y �¿ÁÁÀ m

Q
µ�
Tfµ �x, y� � fµ �x, y�T BºmC Yy � yY .

Sei �a,b� > G, und die Umgebung U ` G von �a,b� sei konvex, und es gelte:U ∂f∂yν �x, y�U B M für alle �x, y� > U und ν � , . . . ,n. Seien �x,u� ,�x,v� > U.
Wir betrachten die Funktion g�t� �� f �x,u � t �v � u�� (beachte:U ist konvex!)
für t > ��ε,  � ε� mit hinreichend kleinem ε A . Dann ist g laut Kettenregel

1nach Roelcke (1961) reicht sogar partielle Di�erenzierbarkeit
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di�erenzierbar und der Mittelwertsatz für Funktionen einer Variablen liefert:Sf �x,v� � f �x,u�S � Sg�� � g��S � Tg� �ξ�T
�

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
n
Q
ν�
�vν � uν� ∂f∂yν �x,u � ξ �v � u��´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶S�SBM

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
B M

n
Q
ν�
Svν � uνS´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
BYv�uY

B nM Yu � vY .
mit passendem ξ > �, �. j

Der Beweis lässt leicht erkennen, wann f auf ganz K ` G einer (globalen)
Lipschitz-Bedingung genügt.

2.2.3 Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Linedelöf) Es sei-
en x > R, y > Rn, α,β A ,

K �� ��xy� > Rn�
� Sx � xS B α, Yy� yY B β¡

und f�K � Rn sei stetig und genüge aufK bzgl. yeiner Lipschitz-Bedingung. Ferner
seien

M �� max�Yf �x, y�Y � �x, y� > K� ,
δ ��

¢̈̈¦̈̈¤min �α, β
M� , falls M A ,

α, falls M � .

Dann gibt es genau eine di�erenzierbare Funktion y� �x � δ,x � δ�� Rn, die der
Di�erentialgleichung y� � f �x, y� und der Anfangsbedingung y�x� � y genügt.
Diese Lösung y wird erhalten durch die Methode der sukzessiven Approximation:
Man wähle irgendeine stetige Funktion y� �x � δ,x � δ� � Rn mit y �x� � y,Yy �x� � yY B β für alle x > �x � δ,x � δ� (z. B. y �x� �� y für alle x) und
setze iterativ für k C :

yk� �x� �� y � S x

x
f �t, yk �t�� dt �x > �x � δ,x � δ�� . (2.15)

Dann ist �yk� sinnvoll und konvergiert gegen y gleichmäßig auf �x � δ,x � δ�.
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Bemerkung Eine axiomiatische Fassung der Methode der sukzessiven Approxi-
mation �ndet sich bei Barner und Flohr (2000) auf S. 146 (Banachscher Fixpunkt-
satz) und die Anwendung auf den Satz von Picard und Lindelöf ebenda auf S. 154f.
Dort wird der Fixpunktsatz für vollständige metrische Räume ausgesprochen; bei
Heuser (1995a) und Walter (1976a) wird dieser Satz nur für Banach-Räume for-
muliert.

Beweis Existenz: Die yk sind wohlde�niert. Das zeigt man per Induktion:

k �  � klar

k( k �  � Sei bekannt, dass Yyk �t� � yY B β für alle t > �x � δ,x � δ�.
Dann ist f �t, yk �t�� sinnvoll und

Yyk� �x� � yY �
XXXXXXXXXXXXXXXXXS

x

x
f �t, yk �t��´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶Y�YBM

dt

XXXXXXXXXXXXXXXXX
B M Sx � xS´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

Bδ

B β

für Sx � xS B δ.
Die De�nition der yk ist somit sinnvoll.

Behauptung Es sei (Lipschitz-Bedingung)

Yf �x,u� � f �x,v�Y B C Yu � vY
für alle �x,u� ,�x,v� > K. Dann gilt für Sx � xS @ δ:

Yyk� �x� � yk �x�Y B β
�C Sx � xS�k��k � �! �k C � .

Begrndung k �  �

Yy �x� � y �x�Y B Yy �x� � yY´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Bβ s.o.

� Yy �x� � yY´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Bβ

.
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Bemerkung Wählt man gleich y �� y, so ist

Yy �x� � y �x�Y �
XXXXXXXXXXXXXXXXXS

x

x
f �t, y�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶Y�YBM

dt

XXXXXXXXXXXXXXXXX B M Sx � xS � M
C
�C Sx � xS� B Mδ B β

Steigt man damit in die weitere Induktion ein mit

Yyk� �x� � xk �x�Y B M
C
�C Sx � xS�k

k!
,

so folgt dort

Yyk� �x� � yk� �x�Y B C RRRRRRRRRRRS
x

x

M
C
SC �t � x�Sk

k!
dt
RRRRRRRRRRR � M

C
�C Sx � xS�k��k � �! .

Das führt zu etwas schärferen Abschätzungen.

k( k �  �

Yyk� �x� � yk� �x�Y � \S x

x
�f �t, yk� �t�� � f �t, yk �t��� dt\



B C

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
S

x

x
Yyk� �t� � yk �t�Y´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Bβ �CTt�xT�
k�

�k��!

dt

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
B

βCk�k � �! VS x

x
St � xSk� dtV

� β
�C Sx � xS�k

k!

 

Da die ReihePª

k�
�CSx�xS�k��k��! gleichmäßig für Sx � xS B δ konvergiert (Ex-

ponentialreihe), folgt: Die Reihe

y �x� � ª

Q
k�
�yk� �x� � yk �x��

konvergiert gleichmäßig auf �x � δ,x � δ�, d. h. y�x� �� limk�ª yk �x�
ist stetig auf �x � δ,x � δ�.
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Behauptung y ist di�erenzierbar, y� � f �x, y� auf �x � δ,x � δ�. und
y�x� � y.
Begrndung Für Sx � xS B δ ist nach dem obigen

Yy�x� � yY � lim
k�ª

Yyk �x� � yY B β.
Die Abbildung x ( f �x, y�x�� ist also sinnvoll, und nach der Lipschitz-
Bedingung ist

Yf �x, yk �x�� � f �x, y�x��Y B C Yyk �x� � y�x�Y k�ª
ÐÐÐ�
glm.

.

� f �x, yk �x�� k�ª
ÐÐÐ�
glm.

f �x, y�x��bzgl. x > �x � δ,x � δ�. DerGrenzüber-
gang k � ª in (2.15) ist wegen dieser gleichmäßigen Konvergenz legitim
und liefert:

y�x� � y � S x

x
f �t, y�t�� dt �Sx � xS B δ�  

Damit ist der Existenzbeweis abgeschlossen. Wir zeigen als

Zusatz Es gilt die Fehlerabschätzung:

Yy�x� � yk� �x�Y B β
ª

Q
j�k

�C Sx � xS�j
j!

B β
�C Sx � xS�k

k!
eCSx�xS

für alle k C , Sx � xS B δ.
Begrndung Es ist

y�x� � yk� �x� � ª

Q
j�k�

�yj� �x� � yj�x�� �Sx � xS B δ� .
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und damit

Yy�x� � yk� �x�Y B ª

Q
j�k�

Zyj� �x� � yj�x�Z
B

ª

Q
j�k�

β
�C Sx � xS�j��j� �!

� β
ª

Q
j�k

�C Sx � xS�j
j!

� β
��eCSx�xS � k�

Q
j�

�C Sx � xS�j
j!

�� .
Nun gilt nach der Taylor-Formel: ex � Pk�

j�
x j

j! � Rk �x�mit dem Restglied

von Lagrange Rk �x� � φ�k��ξ�
k! xk, wobei φ�x� �� ex, mit passendem ξ zwi-

schen  und x, also Rk �x� � eξ xkk! . Das liefertRRRRRRRRRRRRex �
k�
Q
j�

x j

j!

RRRRRRRRRRRR B
SxSk
k!
eSxS.

und damit

Yy�x� � yk� �x�Y B β
�C Sx � xS�k

k!
eCSx�xS �Sx � xS B δ� .  

Eindeutigkeit: Sei z� �x � δ,x � δ� � Rn eine zweite Lösung mit z �x� � y,
z� � f �x, z�. Dann ist

z �x� � y � S x

x
f �t, z �t�� dt �Sx � xS B δ�
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und ebenso mit y.

� Yz �x� � y�x�Y � \S x

x
�f �t, z �t�� � f �t, y�t��� dt\



Lip.-Bed.
B C

RRRRRRRRRRRRRRRRRS
x

x
Yz �t� � y�t�Y´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BYz�t��yY�Yy�y�t�YBβ
dt

RRRRRRRRRRRRRRRRR
B βC Sx � xS .

� Yz �x� � y�x�Y B C
RRRRRRRRRRRRRRRRRS

x

x
Yz �t� � y�t�Y´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

BβCSt�xS
dt

RRRRRRRRRRRRRRRRR B βC Sx � xS
!

und mit Induktion folgt weiter:

Yz �x� � y�x�Y B βCk Sx � xSk
k!

für alle k C , Sx � xS B δ. Grenzübergang k �ª liefert: z �x� � y�x� fürSx � xS B δ. j

Zusatz 2.2.2 gilt entsprechend für

K � ��xy� � x B x B x � α, Yy� yY B β¡
mit y� �x,x � δ�� Rn. Der Beweis verläu� wie gehabt.

Manchmal kann man mit der Methode der sukzessiven Approximation wirk-
lich die Lösung der Di�erentialgleichung bestimmen:

2.2.4 Beispiel A > M �n � n,R�, y > Rn, x > R, und gesucht sei die Lösung der
Di�erentialgleichung y� � Ay, y�x� � y. Man sieht leicht, dass eine Lipschitz-
Bedingung erfüllt ist. Sukzessive Approximation:

y �x� �� y,
yk� �x� �� y � S x

x
Ayk �t� dt �x > R, k C �
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Behauptung

yk� �x� � k
Q
j�

�x � x�j
j!

Ajy �k C � (2.16)

Begrndung Induktion.

k �  � ist klar

k( k �  � Gelte (2.16) mit k an Stelle von k � . Dann folgt

yk� �x� � y � S x

x

k�
Q
j�

�t � x�j
j!

Aj�y dt �
k
Q
j�

�x � x�j
j!

Ajy.  

Für k�ª gilt daher:

y�x� � lim
k�ª

yk� �x� � ª

Q
j�

�x � x�j
j!

Ajy � e�x�x�Ay,

und wir wissen schon von früher, dass das die Lösung des Problems ist.

2.2.5 Beispiel y� � xy auf R, y�� � y. Iteration: y �� y,
yk� �x� �� y � S

x


tyk �t� dt.

Induktion liefert:

yk� �x� � y � � x � x! � . . .�
xk

k!
� .

Also yk �x� k�ª
ÐÐÐ� yex


, und man überzeugt sich sofort, dass dies die Lösung ist.

Die Eindeutigkeitsaussage von 2.2.3 gilt allgemeiner (”global“) und nicht nur

”lokal“ auf hinreichend kleinem Intervall �x � δ,x � δ�:
2.2.6 Satz (Eindeutigkeitssatz) Es seien G ` Rn� und f�G � Rn eine stetige
Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung (bzgl. y) genüge. Ferner seien I ` R ein
Intervall, y, y� I � Rn zwei Funktionen mit Graph yj ` G für j� ,, und y, y
seien Lösungen der Di�erentialgleichung y� � f �x, y� auf I. Gilt dann y �x� �

y �x� für ein x > I, so ist y � y.
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Beweis Behauptung Gilt y �a� � y �a� für ein a > I, so gibt es ein δ A , so
dass y �x� � y �x� für alle x > Imit Sx � aS B δ.
Begrndung y�j � f�x, yj� für alle x > I, j� ,.

yj�x� � yj�a� � S x

a
f�t, yj�t�� dt �x > I, j� ,�

� y �x� � y �x� � S x

a
�f �t, y �t�� � f �t, y �t��� dt �x > I�

f ist lokal Lipschitz-stetig, zum Punkt �a, y �a�� � �a, y �a�� > G gibt es also
eine Umgebung U und ein C A , so dass

Yf �t,u� � f �t,v�Y B C Yu � vY
für alle �t,u� ,�t,v� > U 9G. – Wir nehmen an, a sei kein rechter Eckpunkt von
I und zeigen die Behauptung für ein Intervall �a,a � δ�. (Ist a auch kein linker
Eckpunkt von I, so zeigt man ebenso die Existenz eines δ, so dass die Behauptung
auf �a � δ,a� gilt.)
y, y sind stetig, es gibt also ein δ A , so dass �a,a � δ� ` I und �t, yj�t�� >

U 9G für j� ,.� Für a B x B a � δ gilt:

Yy �x� � y �x�Y B C VS x

a
Yy �t� � y �t�Y dtV .

Wir setzen für a B x B a � δ:

M �x� �� max�Yy �t� � y �t�Y � t > �a,x��
und haben Yy �x� � y �x�Y B C Sx � aSM �x�, also für a B t B x B a � δ:

Yy �t� � y �t�Y B C St � aSM �t� B C Sx � aSM �x� ,
und das Supremum auf der linken Seite gibt: M �x� B C Sx � aSM �x�. Mit δ ��
min �δ, 

�C��� gilt dann für a B x B a � δ: M �x� B 
M �x�, d. h. M �x� � .

� y �x� � y �x� für a B x B a � δ. Gleicher Schluss ”nach links“ liefert die
Behauptung.  

Behauptung y �x� � y �x� für alle x > I, x C x.
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Begrndung Sei a �� sup�x > I� y �t� � y �t� für x B t B x�. Ist a �ª oder a
rechter Eckpunkt von I, so ist die Behauptung klar wegen der Stetigkeit von y, y.
Sonst gibt es ein δ A , so dass �a,a � δ � � ` I, und wegen der Stetigkeit von
y, y ist y �a� � y �a�. Die erste Behauptung liefert die Existenz eines δ A mit�a,a � δ� ` I, so dass

y T�a,a�δ� � y T�a,a�δ� .
Das aber ist ein Widerspruch zur Maximalität von a, und so folgt die Behaup-
tung.  

Gleicher Schluss ”nach links“ liefert: y �x� � y �x� für alle x > I, x B x. Damit
folgt die Behauptung. j

2.2.7 Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz) Es seienG ` Rn� o�en, und f�G �
Rn sei stetig und genüge lokal einer Lipschitz-Bedingung bzgl. y. Dann gilt: Für je-
des �x, y� > G hat das Anfangswertproblem y� � f �x, y�, y�x� � y genau eine
Lösung y� J � Rn, Graph y ` G, die nicht echt fortsetzbar ist. Diese Lösung kommt
nach rechts und nach links dem Rand von G beliebig nahe in folgendem Sinne:

��x, y�x�� � x > J,x C x� �� Γ�, und��x, y�x�� � x > J,x B x� �� Γ�
sind keine kompakten Teilmengen von G.

Bemerkung Γ� keine kompakte Teilmenge von G ist gleichbedeutend mit dem
Vorliegen eines der folgenden Fälle (b rechter Endpunkt von J):

(i) b �ª oder

(ii) b > R und limx�b� Yy�x�Y �ª oder

(iii) b > R und limx�b� Yy�x�Y @ª, aber Γ� 9 RdG ~� g.
Entsprechend mit Γ�.

Beweis Seien α A ,β A  so gewählt, dass

K � ��xy� � Sx � xS B α, Yy� yY B β¡ ` G.
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Nach Aufgabe 44 ist f SK Lipschitz-stetig bzgl. y; ferner ist f SK stetig. 2.2.3 liefert
damit die Existenz eines δ A  und einer Lösung y� �x � δ,x � δ�� Rn mit y� �
f �x, y�, y�x� � y, und dieses y ist eindeutig bestimmt. Gleicher Schluss mit
x � δ und Anfangswert y�x � δ� und der Zusatz zum Beweis von 2.2.2 zeigen:
ykann über x � δ hinaus nach rechts (und analog über x � δ hinaus nach links)
fortgesetzt werden, und zwar eindeutig (nach 2.2.6). Sei

I �� �I ` R� I Intervall, x > I, §yI� I � Rn, y�I � f �x, yI� , yI �x� � y�
Dann ist J �� �I>I I ein Intervall. Wir de�nieren für x > J: y�x� �� yI �x�, falls
x > I. DieseDe�nition ist sinnvoll, denn ist auch x > Ĩ > I, so ist yI �x� � yĨ �x�, da
yI SI9Ĩ � yĨ SI9Ĩ nach 2.2.6. Also ist y� J� Rn die Lösung des Anfangswertproblems
y� � f �x, y�, y�x� � y mit maximalem De�nitionsbereich, d. h. y ist nicht
mehr echt fortsetzebar zu einer Lösung der Di�erentialgleichung.

Behauptung Γ� ist keine kompakte Teilmenge von G.

Begrndung Angenommen, b sei das rechte Intervallende von J und Γ� ` G sei
kompakt. Dann ist b > R. Wir zeigen zunächst: b > J: Gamma� ist kompakt und
f stetig, also ist Zf SΓ�Z B C für geeignetes C A . Nach der Di�erentialgleichung
ist

y�x� � y � S x

x
f �t, y�t�� dt �x B x B b�

Also ist für x B x,x� B b:

Zy�x� � y�x��Z �
XXXXXXXXXXXXXXXXXS

x

x�
f �t, y�t��´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶Y�YBC

dt

XXXXXXXXXXXXXXXXX
B C Tx � x�T

In dieser Situation liefert das Cauchy-Kriterium: limx�b� y�x� �� y� existiert;
o�enbar ist �b, y�� > Γ� ` G. Angenommen, es sei b ¶ J. Dann setzen wir

z �x� �� ¢̈̈¦̈̈¤y�x� für x > J,
y� für x � b

und zeigen: z ist Lösung des Anfangswertproblems. O�enbar ist z SJ � y Lösung
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des Anfangswertproblems, und z ist stetig. Weiter ist Graph z ` Γ� ` G und

z �b� � y� � lim
x�b�

y�x�
� lim

x�b�
�y � S x

x
f �t, y�t�� dt�

� y � S
b

x
f �t, z �t�� dt,

denn f und z sind stetig. Für x > J ist ohnehin

z �x� � y � S x

x
f �t, z �t�� dt,

d. h. diese Gleichung gilt für alle x > J 8 �b�. Also ist z auf ganz J 8 �b� di�eren-
zierbarmit z� � f �x, z�, ferner ist z �x� � y, z also Lösung des Anfangswertpro-
blems und echte Fortsetzung von y. Das aber ist ein Widerspruch, also ist b > J.
� �b, y�b�� > G, und die Lösung y lässt sich nach 2.2.3 über b hinaus fortsetzen.
Das aber ist einWiderspruch. Folglich ist Γ� keine kompakte Teilmenge vonG. 

Analog zeigt man: Γ� ist keine kompakte Teilmenge von G. j

2.3 Systeme linearer Differentialgleichungen

2.3.1 De�nition (System linearer Di�erentialgleichungen) Seien I ` R ein In-
tervall und A� I � M �n � n,R�, b� I � Rn stetig. Dann heißt y� � A�x� y� b �x�
für x > I ein System linearer Di�erentialgleichungen. Analog über C.

2.3.2 Satz Sind A,b, I wie in 2.3.1, so gibt es zu jedem �x, y� > I �Rn genau eine
auf ganz I de�nierte Lösung y� I � Rn des Anfangswertproblems

y� � A�x� y� b �x� �x > I�
y�x� � y. (2.17)

Ebenso für komplexwertige Lösungen.

Beweis Unsere Di�erentialgleichung hat die Form y� � f �x, y� mit f �x, y� ��
A�x� y� b �x� für �x, y� > I � Rn. Sei L ` I kompakt. Dann ist für alle x > L und
y, y� > Rn

Zf �x, y� � f�x, y��Z � ZA�x� �y� y��Z B C Zy� y�Z
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mit geeignetem C A , denn: Ist A� �αj,k�j,k, y � �y, . . . , yn��, so ist

YAyY � �� n
Q
j�
� n
Q
k�
αj,kyk���


 CSU

B

���������
n
Q
j�

���������
n
Q
k�
αj,k

n
Q
ℓ�
yℓ²

�YyY

���������

���������




�
�� n
Q
j,k�

αj,k
��


 YyY ,

und hier sind die αj,k auf I stetig, also auf L beschränkt. 2.2.7 liefert jetzt die Exis-
tenz einer Lösung y� J� Rn mit maximalem De�nitionsbereich J ` I.

Behauptung J � I

Begrndung Seien c rechter Eckpunkt von J, c rechter Eckpunkt von I und an-
genommen, dass c @ c. Für x B x @ c ist

y�x� � y � S x

x
f �t, y�t�� dt,

und wie im Beweis von 2.2.7 folgt: y� �� limx�c� y�x� existiert, ist Lösung der
Di�erentialgleichung, und 2.2.3mit Anfangswert �c, y�� liefert: y ist über c hinaus
nach rechts fortsetzbar. Das aber ist ein Widerspruch zur Maximalität von J.�
c � c.
Es könnte immer noch gelten c � c, aber c ¶ J, c > I. Umdiesen Fall zuwiderlegen,
verwenden wir nochmals das obige Argument: limx�c� y�x� �� y�c� existiert,
und der Grenzübergang liefert:

y�x� � y � S x

x
f �t, y�t�� dt,

gilt auch für x B x B c. Also kann c zum De�nitionsbereich von y hinzugenom-
men werden. J ist aber maximal, mit c > I folgt also c > J. Der gleiche Schluss nach
links liefert die Behauptung I � J.  

2.3.3 Satz Sind A,b, I wie in 2.3.1, so gilt:

(a) V �� �y� I � Rn� y� � A�x� y� ist ein n-dimensionaler R-Vektorraum.

(b) Man erhält genau alle Lösungen der inhomogenen Di�erentialgleichung y� �
A�x� y� b �x�, indem man zu einer speziellen (”partikulären“) Lösung der
inhomogenenDi�erentialgleichung eine geeignete Lösung der homoegenenDif-
ferentialgleichung y� � A�x� y addiert.

98



Beweis (a) Sei x > I fest und φ�V � Rn, φ�y� �� y�x� für y > V. Dann ist
φ ein Vektorraum-Isomorphismus nach 2.3.2.

(b) klar j

2.3.4 Folgerung Sei A� I � M �n � n,R� stetig, und vorgelegt sei die homogene
Di�erentialgleichung

y� � Ay �auf I� . (2.18)

(a) Es gibt n linear unabhängige Lösungen von (2.18) y, . . . , yn� I � Rn; je n
linear unabhängige Lösungen bilden eine Basis des Lösungsraums V. Jedes
solche System y, . . . , yn heißt ein Hauptsystem oder ein Fundamentalsys-
tem von (2.18).

(b) Ist y, . . . , yn irgendein System von Lösungen von (2.18), so genügt die zu-
gehörige ”Lösungsmatrix“ Y �� �y, . . . , yn� � I � M �n � n,R� der Di�e-
rentialgleichung Y� � AY.

(c) Sei y, . . . , yn ein Hauptsystem. Ist z� I � Rn eine Lösung von y� � A�x� y,
so existieren γ, . . . ,γn > Rmit

z � γy � . . .� γnyn � Yc, c �
���
γ
�

γn

��� .
Das bedeutet:

(1) Z � �z, . . . , zn� � I � M �n � n,R� ist Lösungsmatrix genau dann,
wenn es ein C > M �n � n,R� gibt mit Z � YC.

(2) Z � �z, . . . , zn� ist Hauptsystem genau dann, wenn es einC > GLn �R�
gibt mit Z � YC.

(d) Ist x > I, Y > M �n � n,R�, so existiert genau eine Lösungsmatrix Y mit
Y �x� � Y.

(e) Seien y, . . . , yn Lösungen von (2.18), Y �� �y, . . . , yn�. Nach dem Beweis
von 2.3.3 a) ist für jedes x > I die Abbildung

φx �V � Rn, φx �y� �� y�x� > Rn
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ein Isomorphismus. Daher gilt:

Y ist Hauptsystem
�¦ x > I Y �x� > GLn �R�
�§ x > I Y �x� > GLn �R�

(Wenn ein solches x > I existiert, so sind y, . . . , yn linear unabhängig, da
φx �y� , . . . ,φx �yn� linear unabhängig sind)

�Y�Rn
� V , c( Yc ist surjektiv

�Y�Rn
� V , c( Yc ist injektiv

(f) Sei x > I, und das Hauptsystem Φ � �φ, . . . ,φn� � I � M �n � n,K� sei
de�niert durch Φ�x� � En, d. h. φj�x� � ej �� j-ter Einheitsvektor im
Rn. Ist dann y > Rn beliebig vorgegeben, so ist y � Φy die Lösung des An-
fangswertproblems y� � A�x� y, y�x� � y. Also: Sind y, . . . , yn Lösun-
gen von (2.18) und Y � �y, . . . , yn�, so gilt: Y �x� � Φ�x�Y �x�.

2.3.5 Satz (Wronskische Determinante) SindA� I � M �n � n,R� stetig und y, . . . , yn� I �
Rn Lösungen der homogenenDi�erentialgleichung y� � AyundW �x� �� det �y �x� , . . . , yn �x��
für x > I, so gilt:W� � SpurA �W, also

W �x� �W �x� exp�S x

x
�SpurA�t�� dt� �x,x > I� .

W �x� heißt dieWronskische Determinante, benannt nach dem polnischenMathe-
matiker Graf Hoëné Wronski, 1778–1853, der diese Determinante 1821 einführte.

Beweis Sei yk �� �y,k, . . . , yn,k�� der k-te Spaltenvektor vonW, zj �� �yj,, . . . , yj,n�
der j-te Zeilenvektor vonW. Dann ist nach dem in 1.5.11 Gesagten:

W�
�

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
z�
z
�

zn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
� . . .�

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
z
�

zn�
z�n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
�

n
Q
j�

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

z
�

zj�
z�j
zj�
�

zn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
.
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Hier ist

z�j � �y�j,, . . . , y�j,n�
� ��Ay�j , . . . ,�Ayn�j� � � n

Q
k�
aj,kyk,, . . . ,

n
Q
k�
aj,kyk,n�

�

n
Q
k�
aj,k �yk,, . . . , yk,n� � n

Q
k�
aj,kzk.

�

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

z
�

zj�
z�j
zj�
�

zn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
� aj,j

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

z
�

zj�
zj
zj�
�

zn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
� aj,jW.

�W� � �SpurA�W.

�W �x� �W �x� exp�S x

x
�SpurA�t�� dt� . j

2.3.6 Korollar In 2.3.5 gilt: DieWronski-DeterminanteW �x� � det �y �x� , . . . , yn �x��
ist entweder konstant �  oder nullstellenfrei auf I. Es gilt: y, . . . , yn bilden ein
Hauptsystem genau dann, wenn für alle x > I gilt:W �x� ~� , was genau dann der
Fall ist, wenn für irgendein x > I gilt:W �x� ~� .

Bemerkung Eine kunstvolle andere Art der Berechnung vonW �ndet man bei
Walter (1976a) auf S. 112; dabei wird 2.3.4 wesentlich benutzt. – Roelcke (1961)
schließt auf S. 51 reichlich kompliziertmit demEntwicklungssatz. In beiden Fällen
werden die Spalten vonW di�erenziert, was wegen der Di�erentialgleichung y�k �
Ayk nahe liegt, aber die weitere Rechnung nicht so transparent macht wie der
obige Beweis mit der Di�erentiation der Zeilen.

Das Problem der Bestimmung der Lösungen von (2.17) zerfällt in zwei Teile:

(A) Bestimmung einer partikulären Lösung;

(B) Bestimmung eines Hauptsystems von (2.18).
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(A) können wir lösen, wenn ein Hauptsystem bekannt ist:

2.3.7 Satz Seien I,A,bwie in 2.3.1 und y, . . . , yn einHauptsystemvon (2.18). Dann
gibt es zu jeder Lösung yvon (2.17) stetig di�erenzierbare Funktionen c, . . . , cn� I �
R, so dass y � Pn

j� cjyj. Notwendig und hinreichend dafür, dass Pn
j� cjyj eine

Lösung von (2.17) ist, ist die Di�erentialgleichung

n
Q
j�
c�jyj � b �auf I� (2.19)

für c, . . . , cn (”Variation der Konstanten“). Ist Y �� �y, . . . , yn�, c > Rn beliebig,
x > I, so liefert

c �x� � ���
c �x�
�

cn �x�
��� �� c � S x

x
Y� �t� b �t� dt �x > I�

eine Lösung der Di�erentialgleichung (2.19) und damit eine partikuläre Lösung von
(2.17), und zwar die Lösung y � Pn

j� cjyj � Yc.

Beweis y � Pn
j� cjyj ist Lösung von (2.17) genau dann, wenn y � Yc Lösung

von (2.17) ist, also wenn

y� � Y�c � Yc� � Ay� b � AYc � b,

und das ist genau dann der Fall, wenn Yc� � b ist (das ist (2.19)), also c� � Y�b,
das aber heißt, dass

c �x� � c � S x

x
Y� �t� b �t� dt �x,x > I�

mit irgendeinem c > Rn. Beachte: Y� ist stetig (sogar stetig di�erenzierbar) nach
der Cramerschen Regel, d. h. t( Y� �t� b �t� ist stetig. j

Wirhaben also das Problem (A) auf das Problem (B) zurückgeführt. Dieses Pro-
blem lässt sich allgemein nicht ohne weiteres lösen (wohl aber im Spezialfall, dass
Akonstante Koe�zienten hat). Aber: Wenn man eine nicht-triviale Lösung (z. B.
durch Raten) gefunden hat, so lässt sich das Problem reduzieren auf ein System
von n �  Di�erentialgleichungen mit 2.3.8.
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Bekannt seien p C  linear unabhängige Lösungen y, . . . , yp für  B p @ n der
homogenen Di�erentialgleichung (2.18); wir bilden die Matrix

Y � �y, . . . , yp�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
>M�n�p,R�

� �UV� ,
wobei U > M �p� p,R� und V > M ��n � p� � p,R� sei, und setzen voraus: U
ist invertierbar auf I. Ggf. muss man dazu die Koordinaten von y, . . . , yp vorher
geeignet nummerieren, damit diese Voraussetzung (wenigstens auf einem Teil-
intervall von I) erfüllt ist. Die Matrix �U 

V Eq � ist invertierbar, und �U 
V Eq �� �� U� 

�VU� Eq
� ist stetig di�erenzierbar. Daher können wir die weiteren Lösungen

von (2.18) ansetzen in der Form

y � �U 
V Eq

��wz� � Yw � �z� � � Uw
Vw � z�

mit w� I � Rp und z� I � Rq stetig di�erenzierbar. Wir formulieren die Di�eren-
tialgleichung y� � Ay um zu Bedingungen an w und z. Bei diesem Ansatz gilt:

y� � �Yw � �z��� � Y�w � Yw�
� �z�� � AYw � � Uw�

Vw� � z�� , (2.20)

und zerlegen wir A� � � B
� C �mit B > M �p� q,R� und C > M �q� q,R�, so folgt:

Ay � A�Yw � �z�� � AYw � �� B
� C��z� � AYw � �BzCz� . (2.21)

Also gilt nach (2.20) und (2.21):

y� � Ay
�
¢̈̈¦̈̈¤Uw

� � Bz,
Vw� � z� � Cz

d. h.

y� � Ay
�
¢̈̈¦̈̈¤w

� � U�Bz,
z� � �C �VU�B� z

Das ist ein homogenes System von nur noch qGleichungen für z, und wenn man
die Lösungen dieses Systems bestimmt hat, �ndet man w aus w� � U�Bz durch
einfache Quadratur. Diese Überlegungen fassen wir zusammen zu
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2.3.8 Satz (Reduktionsverfahren von d’Alembert) benannt nach Jean-Baptist le
Rond d’Alembert, 1717–1783, französischer Mathematiker, Physiker und Philosoph.
Gegeben sei die stetige Funktion A� I � M �n � n,R�, und bekannt seien p ( B p@
n) linear unabhängige Lösungen y, . . . , yn der Di�erentialgleichung (2.18) mit der
Eigenscha�, dass in �y, . . . , yp� � Y � �UV�
mit U > M �p� p,R� und V > M �q� p,R� (q � n � p) gilt: U �t� > GLp�R� für
alle t > I. Ferner sei A � � � B

� C � mit B > M �p� q,R� und C > M �q� q,R�. Dann
erhält man genau alle Lösungen y von (2.18) in der Form

y � � Uw
Vw � z�

mit w� I � Rp und z� I � Rq stetig di�erenzierbar, wenn z,w die Lösungen des
Systems ¢̈̈¦̈̈¤z

� � �C �VU�B� z
w� � U�Bz

durchlaufen. (z �  und w � ej liefert die bekannte Lösung yj.)

Ein Beispiel dazu �ndet sich in Aufgabe 41.

Zusatz (zu 2.3.8) Es seien in der Situation von 2.3.8 z, . . . , zq� I � Rq ein Haupt-
system der Di�erentialgleichung

z� � �C �VU�B�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
>M�q�q,R�

z

und w, . . . ,wq� I � Rp ein zugehöriges System von Stammfunktionen gemäß
w�

k � U
�Bzk für k � , . . . ,q und

yp�k �� � Uwk
Vwk � zk

� �k � , . . . ,q� .
Dann ist y, . . . , yp, yp�, . . . , yp�q � yn ein Hauptsystem von (2.18).
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Beweis Angenommen, es seien λ, . . . , λn > R undPn
j� λjyj � , d. h.

p

Q
j�
λjyj�

q

Q
k�
λp�k � Uwk

Vwk � zk
� � Y

���
λ
�

λp

��� �
q

Q
k�
λp�k � Uwk

Vwk � zk
�

� �U 
V Eq

�
����������

λ
�

λp

�



����������
�

q

Q
k�
λp�k � Uwk

Vwk � zk
� � .

Weiter ist � Uwk
Vwk � zk

� � �U 
V Eq

��wk
zk
� ,

also
q

Q
k�
λp�k � Uwk

Vwk � zk
� � �U 

V Eq
� q

Q
k�
λp�k �wk

zk
� ,

und wegen der Invertierbarkeit von �U 
V Eq � haben wir

����������

λ
�

λp

�



����������
�

q

Q
k�
λp�k �wk

zk
� � . (2.22)

� Pk� qλp�kzk � , alsowegender linearenUnabhängigkeit der zk schon λp�, . . . , λp�q �
λn � . Dann sagt aber (2.22): λ � . . . � λp � , also verschwinden alle λj. j

Beweis (alternativ) mit Hilfe der Wronski-Determinante: Wir schreiben:

�y, . . . , yp, yp�, . . . , yp�q� � �Y,�U 
V Eq

��w . . . wq
z . . . zq

��
� �U 

V Eq
��e, . . . , ep,�w

z
� , . . . ,�wq

zq
��

� �U 
V Eq

��Ep W
 Z �
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mit Y � �UV � > M �n � p,R� (U > M �p� p,R�, V > M �q� p,R�) und W ��w, . . . ,wq� > M �p� q,R� und Z � �z, . . . , zq� > M �q� q,R�. Daher ist
det �y, . . . , yp, yp�, . . . , yp�q� � detU detZ ~� ,

dennU ist nach Voraussetzung invertierbar, und z, . . . , zq ist ein Hauptsystem.j

2.4 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

2.4.1 De�nition (Lineare Di�erentialgleichung n-ter Ordnung) Eine lineareDif-
ferentialgleichung n-ter Ordnung in Normalform ist eine Di�erentialgleichung
der Form

y�n� � an� �x� y�n�� � . . .� a �x� y� � a �x� y � b �x� �x > I� . (2.23)

mit stetigen Funktionen a, . . . ,an�,b� I � R. Ist b � , so heißt die Di�erential-
gleichung homogen, ansonsten inhomogen. Analog für C.

Setzt man z �� �y, y�, . . . , y�n���� � �z, . . . , zn��, so ist (2.23) äquivalent zum
System

z� �
���
z�
�

z�n

��� �

������
y�

�

y�n��
� �ay� . . .� an�y�n��� � b

������ � A�x� z � b �x� en
mit

A�

����������

   �  
   �  
� � � �

� � � 
   �  
�a �a �a � �an� �an�

����������
.

Da Aund b stetig sind auf I, haben wir sofort

2.4.2 Satz Seien a, . . . ,an�,b� I � R stetig.

(a) Zu allen x > I, y, . . . , yn� > R gibt es genau eine (auf ganz I de�nierte)
Lösung y� I � R der Di�erentialgleichung (2.23) mit y�x� � y, y� �x� �
y, . . . , y�n�� �x� � yn�.
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(b) Die Menge V der Lösungen der homogenen Di�erentialgleichung

y�n� � an�y�n�� � . . .� ay �  �auf I� (2.24)

bildet einen n-dimensionalen Vektorraum über R. Eine Basis von V nennt
man einHauptsystem oder Fundamentalsystem derDi�erentialgleichung (2.24).

(c) Man erhält genau alle Lösungen der inhomogenenDi�erentialgleichung (2.23),
indemman zu einer speziellen (sog. ”partikulären“) Lösung der inhomogenen
Di�erentialgleichung eine geeignete Lösung der homogenen Di�erentialglei-
chung addiert.

Beweis (a) klar nach der Vorbemerkung und 2.3.2.

(b) Sei L der Lösungsraum des Systems z� � A�x� z (A wie oben). Dann ist
φ�V � L, y ( z � �y, . . . , y�n���� ein Isomorphismus. Daher ist die
Behauptung klar nach 2.3.3

(c) klar j

2.4.3 Satz (Wronskische Determinante) Es seien a, . . . ,an�� I � R stetig und
y, . . . , yn Lösungen der homogenen Di�erentialgleichung (2.24),

W ��

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
y . . . yn
y� . . . y�n
� �

y�n�� . . . y�n��n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
die Wronskische Determinante. Dann gilt:

(a) W� �x� � �an� �x�W �x�, also
W �x� �W �x� exp��S x

x
an� �t� dt� �x,x > I�

(b) y, . . . , yn sind linear unabhängig genau dann, wenn es ein x > I gibt mit
W �x� ~� , und das ist genau dann der Fall, wenn für alle x > I gilt:W �x� ~�
.
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Beweis (a) Man betrachte die Bijektion y ( z �� �y, y�, . . . , y�n���� zwi-
schen den Lösungen von (2.24) und

z� � A�x� z, �A�x� von Seite 106� . (2.25)

Dann liefert 2.3.4:W� � �SpurA�x��W � �an� �x�W, also

W �x� �W �x� exp��S x

x
an� �t� dt� �x,x > I� .

(b) y, . . . , yn sind nach 2.4.2 a) und b) linear unabhängig genau dann, wenn es
ein x > I gibt, so dassW �x� ~� , da das dortige φ ein Isomorphismus ist,
und das ist nach der Formel aus a) genau dann der Fall, wenn für alle x > I
schonW �x� ~�  gilt. j

Das Problem der Bestimmung der Lösungen der Di�erentialgleichung (2.23)
mit stetigen Koe�zienten a, . . . ,an�,b zerfällt in zwei Teile:

(A) Bestimmung einer partikulären Lösung der Di�erentialgleichung (2.23).

(B) Bestimmung einesHauptsystemsder homogenenDi�erentialgleichung (2.24).

Die Lösung von (A) bei bekannter Lösung von (B) ist �ema in

2.4.4 Satz (Variation der Konstanten) Es seien a, . . . ,an�,b� I � R stetig und
y, . . . , yn ein Hauptsystem der homogenen Di�erentialgleichung (2.24). Dann gibt
es zu jeder Lösung y der inhomogenen Di�erentialgleichung (2.23) stetig di�eren-
zierbare Funktionen c, . . . , cn� I � R, so dass

y �
n
Q
j�
cjyj. (2.26)

Beachte: Gleicher Ansatz wie im Falle konstanter Koe�zienten a, . . . ,an�: siehe
1.5.12! Gleiche Bedingung (2.27) wie in 1.5.12!
Notwendig und hinreichend dafür, dass (2.26) eine Lösung von (2.23) ist, ist das
Bestehen der Di�erentialgleichungen

n
Q
j�
c�jy

�ν�
j � δν,n�b �ν � , . . . ,n � � (2.27)
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für c, . . . , cn. Die Funktionen c, . . . , cn genügen genaudanndenGleichungen (2.27),
wenn c, . . . , cn die Form haben

cj�x� � cj, � ���j�nS x

x

Wj�t�
W �t� b �t� dt �x > I�

mit beliebigem festen x > I und beliebigen Konstanten c,, . . . , cn,, wobei

W ��

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
y . . . yn
y� . . . y�n
� �

y�n�� . . . y�n��n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Wj ��

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
y . . . yj� yj� . . . yn
y� . . . y�j� y�j� . . . y�n
� � � �

y�n�� . . . y�n��j� y�n��j� . . . y�n��n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
dieWronski-Determinante von y, . . . , yn bzw. dieWronski-Determinante der Ord-
nung n �  von y, . . . , yj�, yj�, . . . , yn seien.

Beweis Wir betrachten die Zuordnung

y( z ��

������
y
y�

�

y�n��

������ , yj( zj ��

������
yj
y�j
�

y�n��j

������
wie oben. y, . . . , yn ist einHauptsystem für (2.24), also z, . . . , zn einHauptsystem
für

z� � A�x� z � ben, �A�x� von Seite 106� (2.28)

Nun habenwir: y ist eine Lösung von (2.23) genau dann, wenn zLösung von (2.28)
ist. Das ist nach 2.3.7 genau dann der Fall, wenn es stetig di�erenzierbare Funk-
tionen c, . . . , cn� I � R gibt mit z � Pn

j� cjzj und Pn
j� c

�

jzj � ben. Unter Ver-
wendung obiger Zuordnung heißt das: Es gibt stetig di�erenzierbare Funktionen
c, . . . , cn� I � R mit y � Pn

j� cjyj und Pn
j� c

�

jy
�ν�
j � δν,n�b für ν � , . . . ,n � .

Das hier au�retende lineare Gleichungssystem für die c�j hat die Determinante
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W �x�, und da y, . . . , yn linear unabhängig sind, ist W �x� nullstellenfrei, d. h.
man kann c�, . . . , c

�
n mit der Cramerschen Regel ausrechnen. Sei

Cj ��

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
y . . . yj�  yj� . . . yn
y� . . . y�j�  y�j� . . . y�n
� � � � �

y�n�� . . . y�n��j� b y�n��j� . . . y�n��n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
;

Dann ist c�j�x� � Cj�x�
W�x� für x > I und j� , . . . ,n. Cj lässt sich bequem berechnen

durch Entwicklung nach der j-ten Spalte:

Cj�x� � ���j�n
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
y . . . yj� yj� . . . yn
y� . . . y�j� y�j� . . . y�n
� � � �

y�n�� . . . y�n��j� y�n��j� . . . y�n��n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
b �x� � ���j�nWj�x� b �x� .

Ergebnis: yist Lösung von (2.23) genaudann,wenn y � Pn
j� cjyj, wobei c, . . . , cn� I �

R die Form

cj�x� � cj, � ���j�nS x

x

Wj�t�
W �t� b �t� dt �x > I, x > I fest�

haben mit cj, > R für j� , . . . ,n. j

Zusatz Für jedes x > I ist

y�x� � n
Q
j�
����j�nS x

x

Wj�t�
W �t� b �t� dt� yj�x� �x > I�

eine partikuläre Lösung von (2.23).

2.4.5 Beispiel Sei n � , y, y ein Hauptsystem der Di�erentialgleichung

y�� � ay� � ay � b (2.29)

mit stetigen a,a,b� I � R. Dann istW �x� � y �x� undW �x� � y �x�, also
ist

y�x� �� ��S x

x

y �t�
W �t�b �t� dt� y �x� � �S x

x

y �t�
W �t�b �t� dt� y �x�

� S
x

x

Wy �t� y �t�
y �x� y �x�W

W �t� b �t� dt
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eine spezielle Lösung von (2.29). Hier ist noch bekannt aus 2.4.3:

W �t� �W �t� exp��S t

t
a �s� ds� ,

so dass alles elementar berechenbar wird: Für beliebige x, t > I ist

y�x� � 
W �t� S x

x
�y �t� y �x� � y �t� y �x�� exp�S t

t
a �s� ds� b �t� dt

eine partikuläre Lösung von (2.29).

Nun wollen wir mit der Bestimmung eines Hauptsystems für (2.23) auch Problem
(B) angehen.Wie bei Systemen lässt sich Problem (B) nicht allgemein lösen (wohl
aber z. B. im Falle konstanter Koe�zienten!). Daher bietet sich das Reduktions-
verfahren von d’Alembert aus 2.3.8 an. Wendet man aber dieses Verfahren an auf
das System (2.28), das zur Di�erentialgleichung (2.23) in Normalform (d. h. Ko-
e�zient 1 bei y�n�) gehört, so wird man auf Systeme geführt, die nicht mehr die
spezielle Gestalt (2.28) haben, d. h. die nicht zu linearen Di�erentialgleichungen
der Ordnung q in Normalform gehören. Daher bietet sich folgende Variante des
früheren Reduktionsverfahrens von d’Alembert an:

2.4.6 Satz (Reduktionsverfahren von d’Alembert) Es seien a, . . . ,an�� I � R

stetig, und y� I � R sei eine nullstellenfreie Lösung der Di�erentialgleichung (2.24).
Vermöge y � yv entsprechen die Lösungen y von (2.24) bijektiv den Lösungen v
von

v�n� � bn�v�n�� � . . .� bv� � , (2.30)

wobei

bj�x� � 
y �x� n

Q
i�j
�i
j
�ai �x� y�i�j� �x� �j� , . . . ,n � , an �� � . (2.31)

Ist w, . . . ,wn� ein Hauptsystem der Di�erentialgleichung

w�n��
� bn�w�n��

� . . .� bw�
� bw � , (2.32)

und sindv, . . . ,vn� Stammfunktionen vonw, . . . ,wn�, so ist y, y �� vy, . . . , yn ��
vn�y ein Hauptsystem von (2.24).
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Beweis Wir setzen y � yv und haben mit an �� :

n
Q
i�
aiy�i� �

n
Q
i�
ai

i
Q
j�
�i
j
�y�i�j� v�j�

�

n
Q
j�
v�j�

n
Q
i�j
�i
j
�aiy�i�j�

Der Summand für j�  ist

v
n
Q
i�
aiy

�i�
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

� ,

da y Lösung von (2.24) ist, also beginnt obige Summe erst mit j� . Weiter ist der
Beitrag für j� n gleich

v�n��n
n
�any�n�n� � v�n�y,

so dass wir wegen der Nullstellenfreiheit von y mit bn ��  haben:

n
Q
i�
aiy�i� � y

n
Q
j�
bjv�j�.

Damit ist die Bijektion zwischen den Lösungen von (2.24) und (2.30) klar. Sei-
en nun w, . . . ,wn� ein Hauptsystem von (2.32), v, . . . ,vn� Stammfunktionen
von w, . . . ,wn�. Dann sind y, y �� vy, . . . , yn �� vn�y Lösungen von (2.24).
Angenommen, Pj� nλjyj �  mit λ, . . . , λn > R. Abspalten des Faktors y und
Division liefert:

λ �
n
Q
j�
λjvj� � . (2.33)

Wir di�erenzieren und erhalten Pn
j� λjwj� � . Aber w, . . . ,wn� bilden ein

Hauptsystem, folglich sind λ � . . . , λn �  und wegen (2.33) auch λ � . Also
sind y, . . . , yn linear unabhängig und somit ein Hauptsystem. j

Damit ist Problem (B) auf das Au�nden einer Lösung der homogenen Di�eren-
tialgleichung reduziert. Dafür gibt es kein patentrezept, aber o� führt geschicktes
Raten und Probieren zum Ziel. . .Beispiele dazu �nden sich bei Heuser (1995a), S.
255�
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2.4.7 Beispiel Sei n � . Ist y eine Lösung von

y�� � ay� � ay � , (2.34)

und ist y nullstellenfrei auf I, so ist im Sinne von (2.31)

b �x� � 
y �x� 

Q
i�
iai �x� y�i�� �x� �a �� !�

�


y �x� �a �x� y �x� � y� �x��
� a �x� � 

y� �x�
y �x� � a �x� � �log y �x��� .

Beachte: Hier müssen wir log y nehmen und nicht  log y, da y negativ sein
kann. Die Di�erentialgleichung (2.32) lautet nun w� � b �x�w � , und diese hat
die Lösung

w �x� � exp�c � S x

x
b �t� dt� �c konstant, x > I, x > I fest�

(2.31)
� Cy� �x� exp��S x

x
a �t� dt�

mit einer Konstanten C ~� . w hat die Stammfunktion

v �x� � C � S
x

x
w �t� dt

mit einer Konstanten C und x,x wie oben, und wir erhalten das Hauptsystem
y, y �� vy. Auf die Werte der Konstanten C ~�  und c > R kommt es dabei
überhaupt nicht an.
Probe der Di�erentialgleichung:

y � vy
y� � v

�

y � vy
�

 � wy � vy�
y�� � w�

y �wy� � v
�

y
�

 � vy
��

 � w�

y � wy� � vy
��


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Also ist
y�� � ay

�

 � ay � v �y�� � ay� � ay�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
�!

�wy� �w
�

y � awy

� y

�������
w�

 � �a � y�
y
�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�b

w

�������
� 

2.4.8 Beispiele (a) y�� � y � . Wir kennen die Lösung y �x� � cos x. Wir
betrachten diese Lösung im Intervall I � ��π

 ,
π
 �; dort ist y nullstellenfrei.

Nach 2.4.7 �nden wir eine linear unabhängige Lösung y in der Form y �
vy, wobei v Stammfunktion vonw ist undw Lösung vonw��b �x�w �

. Hier ist a �x� � , also

b �x� � a �x� � 
y� �x�
y �x� � �log cos �x��� ,

w �x� � C�y� �x� � C


cos x
,

v �x� � S x

x
C


cos x

dx � C tan x � C.

Wir wählen C � , C � ; dann ist v � tan x, y � vy � sin x, und wir
haben das wohlbekannte Hauptsystem (zunächst nur auf I, aber die Funk-
tionen sind auf ganz R ein Hauptsystem.)

(b) Wir betrachten dieDi�erentialgleichung y���y� cos x�ysin x � mit I � R.
Eine Lösung ist y �x� � esin x für x > R. Dazu gehört

b �x� � a �x� � 
y� �x�
y �x� � � cos x �  cos x � cos x,

und ebenso für w: w� � cos xw � , spezielle nicht-triviale Lösung dazu:
w �x� � e� sin x mit Stammfunktion v �x� � R x

x e
� sin t dt. Das gibt das

Hauptsystem

y �x� � esin x,
y �x� � y �x�v �x� � S x

x
esin x�sin t dt.
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2.5 Stetige und differenzierbare Abhängigkeit der
Lösungen

2.5.1 Satz Es seien G ` Rn� ein Gebiet, f�G � Rn stetig und beschränkt: SfS B K
auf G, ferner gelte die Lipschitz-Bedingung

Yf �x,u� � f �x,v�Y B C Yu � vY
für alle �x,u� ,�x,v� > G mit einem C A . Die Funktionen y, ŷ� I � R seien
stetig di�erenzierbar mit Graph y ` G, Graph ŷ ` G, y�x� � y, ŷ�x̂� � ŷ mit
x, x̂ > I, y, ŷ > Rn, und es gelte mit gewissen ε, ε̂ C :

Zy� �x� � f �x, y�x��Z B ε,Zŷ� �x� � f �x, ŷ�x��Z B ε̂ �x > I� .
Dann gilt:

Yy�x� � ŷ�x�Y B ε� ε̂C �eCSx�xS � � � ��K � ε̂� Sx � x̂S � Yy � ŷY� eCSx�xS
Spezialfälle:

(a) y� � f �x, y�, x � x̂, y � ŷ. Dann ist

Yy�x� � ŷ�x�Y B ε̂
C
�eCSx�xS � � �x > I�

(b) y� � f �x, y�, ŷ� � f �x, ŷ�. Dann ist

Yy�x� � ŷ�x�Y B �K Sx � x̂S � Yy � ŷY� eCSx�xS �x > I�
(Lipschitz-stetige Abhängigkeit von den Anfangswerten)
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Beweis Setze z �� y� ŷ. Dann gilt:

Yz �x�Y B YSy�x� � ŷ�x̂�Y � Yŷ�x̂� � ŷ�x�Y
� Yy � ŷY � \S x̂

x
ŷ� �t� dt\



B Yy � ŷY �
XXXXXXXXXXXXXXXXXXS

x̂

x
�ŷ� �t� � f �t, ŷ�t���´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶Y�YBε̂

dt

XXXXXXXXXXXXXXXXXX
�

XXXXXXXXXXXXXXXXXS
x̂

x
f �t, ŷ�t��´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶Y�YBK

dt

XXXXXXXXXXXXXXXXX
B Yy � ŷY � �K � ε̂� Sx � x̂S .

Das ist die Behauptung für x � x.
Sei nun x > I, x A x. Ist z �x� � , so ist die Behauptung klar. Sei also z �x� ~� ,

c �� min�t > �x,x� � z �s� ~�  ¦ s > �t,x�� .
Ist c A x, so ist z �c� � . Also gilt stets: Yz �c�Y B Yz �x�Y. YzY S�c,x� ist ste-
tig di�erenzierbar mit YzY� �

`z,z�eYzY , und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
liefert: TYzY�T B Zz�Z auf �c,x� .
Nun gilt für t > �c,x�:

TYzY� �t�T B Zz� �t�Z � Zy� �t� � ŷ� �t�Z
B ε� ε̂� Yf �t, y�t�� � f �t, ŷ�t��Y
B ε� ε̂� C Yy�t� � ŷ�t�Y
� ε� ε̂� C Yz �t�Y ,

also gilt für c @ d @ x wegen z �t� ~�  für d B t B x:

WS x

d

YzY� �t�
ε� ε̂� C Yz �t�Y dtW B S x

d

TYzY� �t�T
ε� ε̂� C Yz �t�Y dt B S x

d
dt � x � d,

und somit

C
Wlog ε� ε̂� C Yz �x�Y

ε� ε̂� C Yz �d�Y W B x � d,
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d. h.
ε� ε̂� C Yz �x�Y B �ε� ε̂� C Yz �d�Y� eC�x�d�,

d. h. für d � x:

ε� ε̂� C Yz �x�Y B �ε� ε̂� C Yz �c�Y� eC�x�c� B �ε� ε̂� C Yz �x�Y� eC�x�x�
Das aber bedeutet:

Yz �x�Y B ε� ε̂C �eC�x�x� � � � Yz �x�Y eC�x�x�
B
ε� ε̂
C

�eC�x�x� � � � ��K � ε̂� Sx � x̂S � Yy � ŷY� eC�x�x�
Das gilt also für alle x > I, x A x. Analog für x @ x. j

2.5.2 Beispiel (Di�erentialgleichung des mathematischen Pendels) In 0.2.7 hat-
ten wir die Di�erentialgleichung

φ̈ � �
g
ℓ
sinφ � �ω sinφ �ω ��

½ g
ℓ
�

kennen gelernt. Für kleine φ approximiertman sinφ � φund löst statt der wahren
Di�erentialgleichung die Näherungsgleichung ψ̈ � �ωψ, die eine harmonische
Schwingung beschreibt.Wir groß ist der Fehler in den Lösungen?Wir nehmen als
Anfangsbedingung t � , φ�� � ψ �� � , φ̇�� � ψ̇ �� � η und schreiben
um auf Systeme:

y � �φφ̇� � �yy� , ŷ � �ψψ̇� � � ŷŷ� ,
y� � �φ̇φ̈� � � y

�ω sin y
� � f �t, y� , ε � ,

ŷ� � �ψ̇ψ̈� � � ŷ
�ω ŷ

� ,
Zŷ� � f �t, ŷ�Z � U��ω ŷ � ω sin ŷ�U  � ω Sŷ � sin ŷS .
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Wir kennen aber ŷ: ψ �t� � η
ω sinωt für t > R, d. h. ŷ �t� � η

ω sinωt,

Zŷ� �t� � f �t, ŷ�t��Z � ω Vsin�η
ω

sinωt� � η
ω

sinωtV
B ω 

!
Vη
ω

sinωtV B 

SηS
ω

�� ε̂,

falls T ηω T B , t > R, denn eine alternierende Reihe mit monoton abnehmenden
Gliedern ist betragsmäßig höchstens so groß wie der Betrag des ersten Terms.
Lipschitz-Bedingung:

Yf �t,u� � f �t,v�Y � ]� u
�ω sinu

� � � v
�ω sinv

�]


�

�����ω
�sinu � sinv�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��u�v� cos ξ
� �u � v������




B �ω �u � v� � �u � v�� 


B C Yu � vY
mit C �� max �,ω�. Wir be�nden uns im Spezialfall 2.5.1 a), so dass gilt:

Yy�t� � ŷ�t�Y B 

SηS
ω


C
�eCStS � � B 


SηS
ω

StS eCStS,
denn nach demMittelwertsatz ist ex �  B xex für x C .
Ergebnis: Für T ηω T B  gilt mit C �� max �,ω�:

Vφ�t� � η
ω

sinωtV B 

SηS
ω

StS eCStS �t > R� .
Die Bewegung des Pendels ist also (wenigstens für kleine Zeiten bzw. kleineWerte
von η, also kleine Ausschläge, näherungsweise harmonisch.

Nicht nur in Abhängigkeit von den Anfangswerten sind die Lösungen des An-
fangswertproblems y� � f �x, y�mit y�x� � y stetig. Man kann sich vorstellen,
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dass auch f noch stetig von weiteren Parametern abhängt. Beschreibt die Glei-
chung z. B. die Bewegung eines Systems vonMassenpunkten, so werden die Mas-
sen solche Parameter sein. In der Praxis sind sie nur bis auf unvermeidlicheMess-
fehler genau bekannt, und für den Mathematiker ergibt sich die nahe liegende
Aufgabe zu zeigen, dass kleine Änderungen in den Parametern nur zu kleinen
Änderungen in der Lösung des Anfangswertproblems führen. Das ist in der Tat
der Fall:

2.5.3 Satz Sei in der Situation von 2.5.1 zusätzlich die Funktion f stetig abhängig
vom Parameter λ für Yλ� λY @ c (c A ), und gelte die Lipschitz-Bedingung bzgl.
y gleichmäßı́g in bezug auf λ, d. h.

Yf �x,u, λ� � f �x,v, λ�Y B C Yu � vY
für alle �x,u� ,�x,v� > G, Yλ� λY @ c. Dann hängt die Lösung yλ ��; x, y� des
Anfangswertproblems y� � f �x, y, λ�, y�x� � y stetig ab von �x, y, λ�.
Der Beweis verläu� ähnlich wie bei 2.5.1 und kann nachgelesen werden bei Cod-
dington und Levinson (1998) in�eorem 7.4 auf S. 29. Dort wird sogar eine präzi-
sere und schärfere Aussage bewiesen als 2.5.3. Der Beweis stützt sich aber nicht
auf die Methode von 2.5.1 sondern benutzt die Methode der sukzessiven Appro-
ximation. Noch etwas allgemeiner steht die Sache bei Walter (1976a) auf S. 93 als

”Satz über stetige Abhängigkeit“, und ein ähnlicher Satz steht bei Heuser (1995a)
auf S. 144 als Satz 13.1. Bei Knobloch und Kappel (1974a) steht imwesentlichen un-
ser Spezialfall b) von 2.5.1, allerdings in einem Punkt wesentlich allgemeiner und
daher sehr technisch.
Neben der stetigen Abhängigkeit von den Anfangswerten interessiert auch die

Frage nach der Di�erenzierbarkeit der Lösungen nach den Anfangswerten und
entsprechend die Frage nach der di�erenzierbaren Abhängigkeit von eventuellen
weiteren Parametern. Dabei wirdman natürlich annehmen, dass fnicht nur stetig
ist und einer Lipschitz-Bedingung genügt, sondern darüber hinaus auch hinrei-
chend o� di�erenzierbar ist.

2.5.4 Satz Es seien G ` Rn� ein Gebiet und f�G � Rn, �x, y� ( f �x, y� sei
stetig und bzgl. ystetig (partiell) di�erenzierbar. Dann genügt f lokal einer Lipschitz-
Bedingung bzgl. y nach 2.2.2, also gilt 2.2.7. Für �x, y� > G sei y��; x, y� die
eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems y� � f �x, y�, y�x� � y
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mit maximalem De�nitions-Intervall I �x, y� und
D ��

¢̈̈̈¦̈̈̈¤
���
x
x
y

��� � x > I �x, y�
£̈̈̈§̈̈̈¥ ` Rn� .

Dann ist D ` Rn� o�en, und die Funktion

D ?
���
x
x
y

���( y�x,x, y�
ist auf D stetig partiell di�erenzierbar.

Beweis Dies und noch mehr wird bewiesen bei Knobloch und Kappel (1974a),
und zwar die O�enheit von D als Satz 3.1 auf S. 122, die Di�erenzierbarkeit und
der Rest als Satz 3.2 auf S. 125. Vgl. auch Walter (1976d) und Arnol’d (1979). 2.5.4
steht auch im wesentlichen bei Stepanov (1976) auf S. 291 bzw. S. 296 (höhere Ab-
leitungen). Ein allgemeinerer Satz, der zusätzlich die Di�erenzierbarkeit nach Pa-
rametern beinhaltet, steht als�eorem 7.5 auf S. 30 bei Coddington und Levinson
(1998). Ein einfacher Satz über Di�erenzierbarkeit nach einem Paramter steht bei
Heuser (1995a), S. 145 und Stepanov (1976), S. 294. Ein allgemeiner Satz über di�e-
renzierbare Abhängigkeit von Parametern steht bei Walter (1976c). Eine sehr gute
Darstellung des �emas gibt Knobloch und Kappel (1974b). j

2.6 Trennungs-, Vergleichs-, Oszillations- und
Amplitudensatz

Ziel wird die genauere Untersuchung der Eigenscha�en der Lösungen linearer
Di�erentialgleichungen 2. Ordnung sein.

2.6.1 Beispiel Die Di�erentialgleichung y�� � y �  auf R hat das Hauptsystem
y �x� � cos x, y �x� � sin x für x > R. Diese Funktionen haben bekanntlich
folgende Eigenscha�en:

(a) y, y haben höchstens abzählbar viele Nullstellen. Jede Nullstelle ξ ist ein-
fach (d. h. yj und y�j haben keine gemeinsame Nullstelle), und die Nullstel-
len häufen sich nicht in R.
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(b) Die Nullstellen von y, y ”trennen sich“, d. h.: zwischen je zwei aufeinan-
derfolgenden Nullstellen von y liegt genau eine Nullstelle von y und um-
gekehrt.

Dies ist ein Spezialfall eines allgemeinen Sachverhalts:

2.6.2 Satz (Sturmscher Trennungssatz) benannt nach Charles Sturm, 1803–1855,
schweizer Mathematiker.
Es seien a,a� I � R stetig. Dann gelten für die Lösungen der homogenen Di�eren-
tialgleichung

y�� � a �x� y� � a �x� y �  �auf I� (2.35)

folgende Aussagen:

(a) Ist y ~�  eine Lösung von (2.35), so hat yhöchstens abzählbar viele Nullstellen.
Die Nullstellen sind sämtlich einfach und haben keinen Häufungspunkt in I.

(b) DieNullstellen zweier linear unabhängiger Lösungen y, y von (2.35) trennen
sich.

Beweis siehe Heuser (1995a), S. 329.

(a) Sei ξ > I Nullstelle der Lösung y� I � R, y ~� . Dann ist y� �ξ� ~� , denn
sonst wäre ja yLösung des Anfangswertproblems bestehend aus der Di�e-
rentialgleichung (2.35) mit y�ξ� � y� �ξ� � . Dieses Anfangswertproblem
hat aber nur die triviale Lösung y �  nach 2.4.2 a). Also ist y� �ξ� ~� , ξ
eine einfache Nullstelle.
Angenommen, die Nullstellen häufen sich in x > I: Dann gibt es eine Folge
von Nullstellen ξn > I mit ξn

n�ª
ÐÐÐ� x, ξn ~� x für alle n > N. Dann ist

y�x� � limn�ª y�ξn� � , y� �x� � limn�ª
y�ξn��y�x�

ξn�x � . Das aber ist
ein Widerspruch, denn wegen y ~�  und y�x� �  ist y� �x� ~� .
Die Menge der Nullstellen ist abzählbar (ggf. endlich oder leer): Sei K ` I
ein kompaktes Teilintervall. Da sich dieNullstellen nirgends in I häufen, hat
jeder Punkt a > K eine o�ene Umgebung Ua, in der keine Nullstelle ξ ~� a
liegt. K ist kompakt, folglich gibt es a, . . . ,am > K, so dass K ` �m

ν�Uaν . K
enthält daher höchstens endlich viele Nullstellen, denn ist ξ > K eine Null-
stelle, so gilt: ξ > �a, . . . ,am�. Damit enthält I höchstens abzählbar viele
Nullstellen von y.

121



(b) Sei nun y, y ein Hauptsystem von (2.35), und seien ξ, ξ zwei aufeinander
folgende Nullstellen von y, ξ @ ξ. Wir wissen:

W �x� � Wy �x� y �x�
y� �x� y� �x�W �x > I�

ist nullstellenfrei auf I. OBdA gelteW �x� A  für alle x > I (anderenfalls
ersetze man y ( �y). Dann istW �ξj� � y �ξj� y� �ξj� A  für j � ,.
OBdA dürfen wir annehmen: y� �ξ� A  (sonst: y ( �y, y ( �y). y ist
stetig di�erenzierbar, es gibt also ein δ A , so dass y auf �ξ � δ, ξ � δ�9 I
streng monoton wachsend ist, also y �t� A  für t > �ξ, ξ � δ� 9 I ~� g.
Wäre nun auch y� �ξ� A , so hätten wir die Existenz eines δ A , so
dass y auf �ξ � δ, ξ � δ� 9 I streng monoton wachsend wäre, insbeson-
dere also y �s� @  für s > �ξ � δ, ξ � � 9 I. Wählen wir solche s, t, so
haben wir ξ @ t @ s @ ξ, und nach dem Zwischenwertsatz liegt eine
weitere Nullstelle von y zwischen t und s: Das aber ist ein Widerspruch
zur Voraussetzung, dass ξ und ξ aufeinander folgende Nullstellen seien.
Demnach ist y� �ξ� @  (der Fall y� �ξ� �  scheidet nach a) aus). Nun
haben wir y �ξ� y� �ξ� A , y� �ξ� A , also y �ξ� A  und ebenso
y �ξ � � y� �ξ� A  und y� �ξ� @ , also y �ξ� @ . Nach dem Zwi-
schenwertsatz liegt zwischen ξ und ξ mindestens eine Nullstelle x von
y. Gäbe es eine zweite Nullstelle x ~� x von y, ξ @ x,x @ ξ, so gäbe
es (gleicher Schluss wie oben mit x,x und y an Stelle von ξ, ξ und y)
zwischen x und x eine Nullstelle von y, was zu einemWiderspruch führ-
te. j

Im folgenden legen wir lineare Di�erentialgleilchungen zweiter Ordnung nicht
in Normalform

y�� � ay� � ay � b (2.36)

mit stetigen a,a,b� I � R zugrunde sondern in etwas anderer Form:

2.6.3 Lemma (Äquivalente Umformulierung von (2.36)) Jede lineare Di�eren-
tialgleichung zweiter Ordnung in der Normalform (2.36) ist äquivalent zu einer
Di�erentialgleichung des Typs

�py��� � qy � r (2.37)

mit stetigen p,q, r� I � R, pA  stetig di�erenzierbar.
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Beweis (2.37)�(2.36) (2.37) besagt: py�� � p�y� � qy � r, also wegen pA :

y�� �
p�

p
y� �

q
p
y �

r
p
,

und hier sind alle Koe�zienten-Funktionen stetig, da p stetig di�erenzier-
bar ist.

(2.36)�(2.37) Gegeben sei (2.36), F eine Stammfunktion von a (diese existiert,
da a stetig ist). Mit p �� eF, q �� aeF, r �� beF sind p,q, r stetig, p A 
stetig di�erenzierbar und

�py��� � qy� r � eFy�� � eFay� � eFay� eFb � eF �y�� � ay� � ay� b� ,
d. h. wenn (2.36) gilt, so gilt (2.37) mit den angegebenen p,q, r. j

2.6.4 Satz (Lagrangesche Identität) Es seien p� I � R stetig di�erenzierbar, pA ,
q� I � R stetig, Lu �� �pu��� � qu, falls u� I � R zweimal di�erenzierbar ist. Sind
u,v� I � R zweimal di�erenzierbar, so gilt:

uLv � vLu �
d
dx

�p�uv� � vu��� � d
dx

�p �W �u,v�� ,
wobeiW �u,v� � S u v

u� v� S die Wronskische Determinante von u und v bezeichne.

Beweis Nachrechnen:

uLv � vLu � u�pv�� � p�v� � qv� � v �pu�� � p�u� � qu�
� p�uv�� � vu��� � p� �uv� � vu��
�
d
dx

�p�uv� � vu��� . j

2.6.5 Satz (Sturmscher Vergleichssatz) Es seien p� I � R stetig di�erenzierbar,
pA , q,q� I � R stetig und q @ q auf I. Ferner seien u ~�  eine Lösung von

�pu��� � qu �  �auf I� (2.38)

und v ~�  eine Lösung von

�pv��� � qv �  �auf I� . (2.39)
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Dann liegt zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen von v (siehe 2.6.2 a))
mindestens eineNullstelle vonu. Achtung: Es wird nicht behauptet, dass v überhaupt
Nullstellen hat!

Beweis Es seien x @ x zwei aufeinanderfolgende Nullstellen von v. OBdA
dürfen wir annehmen: v �x� A  für x @ x @ x. Angenommen, die Behauptung
ist falsch. Dann ist u �x� ~�  für x @ x @ x, also darf oBdA gleich angenommen
werden, dass u �x� A  für x @ x @ x. Nun multiplizieren wir (2.38) mit v und
(2.39)mit u, setzen Lw �� �pw����qw, und erhalten durch Subtraktion der ersten
Gleichung von der zweiten:

�u�pv��� � quv� � �v �pu��� � quv� � u�pv��� � v �pu��� � �q � q�uv
� uLv � vLu � �q � q�uv
2.6.4
�

d
dx

�p�uv� � vu��� � �q � q�uv � 

Integration über �x,x� liefert:
S

x

x
�q � q�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A auf �x,x�

uv dx � �p�uv� � vu���xx � p�x�u �x�v� �x��p�x�u �x�v� �x� ,
da v �x� � v �x� � . Nach unseren Normierungen ist das Integral positiv, also:

p�x�u �x�v� �x� � p�x�u �x�v� �x� A . (2.40)

Hier ist v� �x� ~�  ~� v� �x�, da nach 2.6.2 a) die Nullstellen einfach sind, und
wegen v �x� � v �x� �  und v S�x,x� A  folgt: v� �x� A  und v� �x� @ .
Weiter ist p�x� A , p�x� A  und u �x� C , u �x� C . Daher ist

p�x�²
A

u �x�²
C

v� �x�´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
@

� p�x�²
A

u �x�²
C

v� �x�´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
A

B ,

und das steht imWiderspruch zu (2.40). Folglich hat u eine Nullstelle in �x,x�.j
2.6.6 Beispiel Die Di�erentialgleichung y�� � y �  (q � , I � R) hat die nicht-
trivialen Lösungen u �x� � Acos �x � α�mit A,α > R, A ~� , und diese Lösungen
haben Nullstellen im Abstand π.
Für  @ ω @  hat die Di�erentialgleichung y�� � ωy �  (q � ω @ q, I � R)
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die nicht-trivialen Lösungen v �x� � B cos �ωx � β� mit B,β > R, B ~� . Diese
Lösungen haben Nullstellen im Abstand π

ω A π. Also liegt zwischen je zwei auf-
einander folgendenNullstellen von vmindestens eineNullstelle vonu (evtl. liegen
auch mehrere Nullstellen von u zwischen zwei aufeinander folgenden Nullstellen
von v).
Für ω �  hat die Di�erentialgleichung y�� �  (q �  @ q, I � R) die nicht-
trivialen Lösungen v �x� � ax � bmit a,b > R, �a,b� ~� �,�, und keine dieser
Lösungen hat zwei Nullstellen. Dann liefert 2.6.5 keine Information. Ähnlich ist
die Lage für y���ωy �  (ω A , q � �ω @ q, I � R). Hauptsystem ist eωx, e�ωx,
und eine nicht-triviale Lösung v �x� � aeωx � be�ωx mit a,b > R, �a,b� ~� �,�
hat für a �  oder b �  gar keine Nullstelle. Für a ~�  ~� b kann a A  angenom-
men werden, und für b @  ist dann v wachsend und hat genau eine Nullstelle,
d. h. auch hier liefert 2.6.5 keine Information.

2.6.7 Beispiel (Die Nullstellen der Besselschen Funktionen) DieDi�erentialglei-
chung

xy�� � xy� � �x � ν� y �  (2.41)

heißt die Besselsche Di�erentialgleichung, benannt nach demAstronomen,Mathe-
matiker undGeodäten FriedrichWilhelmBessel, 1784–1846, der 1838 die Parallaxe
von 61 Cygni bestimmt hat und damit einen fundamentalen Beweis der Richtig-
keit des kopernikanischen Systems erbrachte. Normalerweise betrachtet man die
Besselsche Di�erentialgleichung auf C und lässt auch komplexe ν zu. Die Lösun-
gen sind genau bekannt; für sie gelten zahlreiche Formeln, die man bei Bedarf
(neben vielen anderen) nachsehen kann bei Magnus u. a. (1966). Wir diskutieren
(2.41) nur in R und setzen voraus:

ν C , x A . (2.42)

Substituiert man
u ��

º
x � y, (2.43)

so ist (2.41) äquivalent zu

u�� � � �  � ν

x
�u � . (2.44)
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Probe:

u � x

 y,

u� �


x�


 y� x


 y�,

u�� � �


x�


 y� x�


 y� � x


 y��,

also

u�� � � �  � ν

x
�u � x


 y�� � x�


 y� �



x�


 y�

x � ν

x
x


 y�



x�


 y

� x�

 �xy�� � xy� � �x � ν� y� .

Da u und ydieselben Nullstellen haben, betrachten wir die Di�erentialgleichung
(2.44), denn sie hat unsere Standardform (2.37), die wir in Satz 2.6.5 zugrunde
legen. Wir unterscheiden die drei Fälle:  B ν @ 

 , ν �

 und ν A


 .

 B ν @ 
 � Es gilt: q ��  @ � �ν

x �� q für alle x A . Daher liegt der Vergleich
mit der Di�erentialgleichung

v�� � v �  �q � � (2.45)

nahe:Nicht-triviale Lösungen von (2.45) sinddie Funktionenv �x� � sin �x � φ�
für x > R, wobei φ > R eine beliebige Konstante ist, und diese haben die
Nullstellen φ�kπmit k > Z. 2.6.5 liefert: Für  B ν @ 

 hat jede Lösung y ~� 
der Di�erentialgleichung (2.41) in jedem Intervall der Form  @ φ � kπ @

x @ φ� �k � �π für beliebiges φ > R und k > Zmindestens eine Nullstelle.
D. h.: Jede Lösung y ~�  von (2.41) hat im Falle  B ν @ 

 unendlich viele
Nullstellen, und aufeinander folgende Nullstellen haben immer einen Ab-
stand @ π. Heuser (1995a) gibt auf S. 332 an, dass der Abstand aufeinander
folgender Nullstellen für n�ª gegen π konvergiert.

ν � 
 � Dann lautet (2.44) einfach: u�� � u � , d. h. die Di�erentialgleichung ist
elementar und hat die nicht-trivialen Lösungen u � Asin �x � φ�mit A ~� 
und φ > R. Im Falle ν � 

 haben aufeinander folgende Nullstellen jeder
nicht-trivialen Lösung y von (2.41) den konstanten Abstand π.

ν A 
 � Nun ist q �  � �ν

x @  � q, und wir vergleichen (2.44) mit v�� � v � :
Gegenüber dem ersten Fall sind jetzt aber die Rollen vertauscht, da q �
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 � �ν
x , q � . 2.6.5 liefert: Zwischen je zwei aufeinander folgenden Null-

stellen jeder nicht-trivialen Lösung yvon (2.41) liegt mindestens eine Null-
stelle von v �x� � sin �x � φ�, also mindestens eine der Zahlen φ � kπmit
beliebigem φ > R und k > Z. Sei nun φ > R. In �φ,φ � π� hat dann
v �x� � sin �x � φ� keine Nullstelle. Also kann y in �φ,φ � π� keine zwei
Nullstellen haben. Im Falle ν A 

 haben aufeinander folgende positive Null-
stellen einer nicht-trivialen Lösung von (2.41) also stets einen Abstand C π.
Die Existenz von Nullstellen im Fall ν A 

 wissen wir bisher nicht; sie folgt
so: Sei  @ α @  fest; man denke sich α dicht bei 1. Wegen  � �ν

x
x�ª
ÐÐÐ� 

gibt es zu α ein x A , so dass q � α @  � �ν
x � q für alle x C x. Die

Di�erentialgleichung
v�� � αv �  (2.46)

bietet sich jetzt zum Vergleich an: Zwischen je zwei Nullstellen der nicht-
trivialen Lösung v �x� � sin �αx � φ� von (2.46) liegtmindestens eineNull-
stelle jeder nicht-trivialen Lösung yvon (2.41). Die Nullstellen sind hier die
Zahlen 

α �φ� kπ� für k > Z, diese haben den Abstand π
α . Insbesondere

existieren also für jedes solche y unendlich viele Nullstellen  @ ξ @ ξ @
. . . @ ξn @ . . ., wobei ξn

n�ª
ÐÐÐ�ª, und zusammen mit dem obigen Resultat

folgt für alle hinreichend großen n:

π B ξn� � ξn B
π
α
.

Da hier α beliebig dicht bei 1 liegen darf, folgt: Für ν A 
 hat jede nicht-

triviale Lösung y von (2.41) unendlich viele Nullstellen  @ ξ @ ξ @ . . . @
ξn @ . . ., ξn

n�ª
ÐÐÐ�ª, und es gilt: ξn� � ξn

n�ª
ÐÐÐ� π.

In 2.6.5 braucht die Lösung v gar keine Nullstellen zu haben, und dann liefert
der Satz keine Aussage. Der folgende 2.6.8 gibt ein hinreichendes Kriterium für
die Existenz unendlich vieler Nullstellen:

2.6.8 Satz (Oszillationssatz) Es seien I � �a,ª� und p,q wie in 2.6.4, und es gel-
te: q A  auf I, R ª

a
dx
p�x� und R ª

a q�x� dx divergieren. Dann ist jede nicht-triviale
Lösung der Di�erentialgleichung �pu��� � qu �  (auf I) oszillatorisch, d. h. hat un-
endlich viele Nullstellen. Nach 2.6.2 bilden also die Nullstellen eine monoton wach-
sende Folge a B ξ @ ξ @ . . . @ ξn @ . . ., ξn

n�ª
ÐÐÐ�ª, alle Nullstellen sind einfach,

u oszilliert.
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Beweis Heuser (1995a), S. 334f. Wir setzen v �� pu�; dann ist v� � �pu��� � �qu,
d. h. �uv�� � � 

pv
�qu

� � �  
p

�q 
��uv� . (2.47)

Für jedes ξ C a ist �u �ξ�v �ξ�� ~� �� , (2.48)

denn das lineare System (2.47) hat nur die triviale Lösung mit dem Anfangswert� u�ξ�
v�ξ� � � �  �, und nach Voraussetzung ist u ~� . Wegen (2.48) ist

�u �ξ�v �ξ�� � r �x��sin ϑ �x�cos ϑ �x�� �x C a� (2.49)

mit den stetig di�erenzierbaren Funktionen r �x� �� �u �x� � v �x�� 
 und ϑ �x�

für x C a.

Behauptung ϑ �x� x�ª
ÐÐÐ�ª. Dann hat sin ϑ �x� unendlich viele Nullstellen und

damit auch u.

Begrndung Aus (2.49) folgt:

u� � r� sin ϑ � rϑ� cos ϑ �

p
cos ϑ,

v� � r� cos ϑ � rϑ� sin ϑ � �qr sin ϑ.

Hier wird die erste Gleichung mit cos ϑ, die zweite mit � sin ϑ multipliziert und
addiert:

� ϑ� �

p
cos ϑ � q sin ϑ A . (2.50)

� ϑ� �a,ª� � R ist streng monoton wachsend. Die Behauptung wird bewie-
sen sein, wenn wir zeigen: ϑ ist unbeschränkt. Das zeigen wir indirekt: Wäre
ϑ beschränkt, so existierten die Grenzwerte α �� limx�ª cos ϑ �x� und β ��

limx�ª sin ϑ �x�, und es wäre α � β � , insbesondere α A  oder β A . Sei
x A a so groß, dass cos ϑ �x� C α

 , sin
 ϑ �x� C β

 für alle x C x. Dann liefert
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(2.50) für alle x C x:

ϑ �x� � ϑ �x� � S x

x
ϑ� �x� dx

� S
x

x

������


p�t� cos ϑ �t�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
C

α


�q�t� sin ϑ �t�´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
C

β


������ dt
C
α
 S

x

x

dt
p�t� � β S x

x
q�t� dt x�ª

ÐÐÐ�ª

nach der Voraussetzung des Satzes. Das aber ist ein Widerspruch, ϑ somit unbe-
schränkt.  

Wenn nun eine Lösung u ~�  von �pu��� � qu �  unendlich viele Nullstellen
hat, wie hoch/tief sind dann die ”Ausschläge“ (”Amplituden“, d. h. die Maxima
undMinima) zwischen den aufeinander folgendenNullstellen? Darüber gibt 2.6.9
Auskun�:

2.6.9 Satz (Amplitudensatz) Es gelten die Voraussetzungen aus 2.6.4, und zusätz-
lich seien q stetig di�erenzierbar und nullstellenfrei auf I, pq monoton (wachsend
oder fallend) auf I. Dann gilt: Ist u ~�  eine Lösung der Di�erentialgleichung Lu ��pu��� � qu � , und sind xk @ xk� zwei aufeinander folgende Extrema von u, so
gilt: Su �xk�S B Su �xk��S, falls �pq�� B , und Su �xk�S C Su �xk��S, falls �pq�� C .
D. h.: Das Wachsen bzw. Fallen der Amplituden von u ist dem von pq entgegenge-
setzt.

Beweis siehe Heuser (1995a), S. 335, oder Walter (1976a), S. 193. Für v �� u �

pq �pu�� (Beachte: pu� ist di�erenzierbar, da �pu��� � �qu) gilt:
v� � uu��


pq

 �pu�� �pu���´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶
��qu´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

��uu�

�
�pq���pq� �pu�� � � �pq�� �u�q �

 ¢̈̈¦̈̈¤C , falls �pq�� B ,
B , falls �pq�� C .

Wegen v �xk� � u �xk� folgt:
Su �xk�S ¢̈̈¦̈̈¤B Su �xk��S , falls �pq�� B ,

C Su �xk��S , falls �pq�� C .
j

129



Zusatz Ist �pq�� @  bzw. A , so nehmen die Amplituden streng zu bzw. streng
ab.

2.6.10 Beispiel Schon in 2.6.7 haben wir gezeigt: Jede Lösung y� �,ª�� R, y ~�
 der Besselschen Di�erentialgleichung

xy�� � xy� � �x � ν� y �  �ν C  fest; x A � (2.51)

hat unendlich viele Nullstellen.Wir haben sogar gesehen: Die Abstände aufeinan-
der folgender Nullstellen konvergieren gegen π. Wir zeigen noch einmal die Exis-
tenz unendlich vieler Nullstellen mit 2.6.8. Die Di�erentialgleichung (2.51) lautet:

�xy��� � �x � ν
x
� �  �x A � ,

d. h. p� x, q � x � ν
x . Betrachten wir die Di�erentialgleichung nur für x C ν � ,

so ist klar: Auf �ν � ,ª� ist pA , q A  und die Integrale R ª

ν�
dx
p�x� und R ª

ν� qdx
divergieren. Daher hat jede Lösung y ~�  von (2.51) auf �ν � ,ª� unendlich viele
Nullstellen. Weiter ist �pq� �x� � x � ν streng monoton wachsend, q nullstel-
lenfrei für x A ν. Dann liefert 2.6.9: Ist y ~�  eine Lösung von (2.51), und sind ν @
xk @ xk� zwei aufeinander folgende Extrema von y, so gilt: Sy�xk�S A Sy�xk��S.
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3 Rand- und Eigenwertprobleme

Contents
3.1 Randwertprobleme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
3.2 Das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem . . . . . . . . . 140

3.1 Randwertprobleme

Problemstellung: Vorgelegt sei die lineare Di�erentialgleichung zweiter Ordnung
y���ay��ay � b auf demkompakten Intervall I � �a,b�mit stetigen a,a,b� I �
R. Bisher haben wir für x > I, y, y > R das Anfangswertproblem y�x� � y,
y� �x� � y gelöst und gezeigt, dass dieses Anfangswertproblem stets eindeutig
lösbar ist. Neben dem Anfangswertproblem sind in Mathematik, Naturwissen-
scha�en und Technik besonders die Randwertprobleme von Bedeutung: Dabei
ist die gesuchte Funktion besonderen Bedingungen in den beiden Endpunkten
des Intervalls �a,b� unterworfen. Ein Beispiel dafür ist eine schwingende Saite,
die an beiden Enden aufgehängt ist (siehe dazu Heuser (1995a), S. 372–376).
Solche Randbedingungen sind z. B. die sog. Randbedingungen

erster Art: y�a� � η, y�b� � η;
zweiter Art: y� �a� � η, y� �b� � η;
dritter Art: αy�a� � αy� �a� � η, βy�b� � βy� �b� � η mit �α,α� ~��,� ~� �β,β�.
Diese Randbedingungen sind linear in y, aber nicht die allgemeinsten linearen
Randbedingungen; man könnte auch Randbedingungen des Typs

αy�a� � αy� �a� � αy�b� � αy� �b� � ηβy�a� � βy� �a� � βy�b� � βy� �b� � η
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mit linear unabhängigenVektoren �α, . . . ,α�, �β, . . . ,β�betrachten.Natürlich
kannman entsprechende Probleme für lineareDi�erentialgleichungen n-ter Ord-
nung betrachten; das geschieht z. B. bei Weise (1966).
Zur Vereinfachung betrachten wir nur den Fall von Di�erentialgleichungen

zweiter Ordnung. Dieser Fall ist durchaus typisch und für Anwendungen beson-
ders wichtig. Wir konzentrieren uns also auf die sog.

3.1.1 Problem (Sturmsche Randwertaufgabe) Gegeben seien im kompakten In-
tervall I � �a,b� die Funktionen p,q, g� I � R, p A  stetig di�erenzierbar, q und
g stetig. Gesucht sind die Lösungen yder Di�erentialgleichung

�py��� � qy � g �auf I� , die den Randbedingungen¢̈̈¦̈̈¤Ray �� αy�a� � αy� �a� � η
Rby �� βy�b� � βy� �b� � η (3.1)

mit vorgelegten konstanten �α,α� ~� �,� ~� �β,β�, η,η > R genügen.

Warnung: Schon sehr einfache Randwertprobleme können unlösbar oder nicht
eindeutig lösbar sein.

3.1.2 Beispiele (a) y�� � y � , I � �,π�
Randbedingung I: y�� � , y�π� � . Jedes Lösung y�x� � c cos x �

c sin x der Di�erentialgleichung ist π-periodisch,
die Randbedingung ist also niemals erfüllt. – Ändert
man diese Randbedingung zu

Randbedingung II: y�� � , y�π� � , so heißt das: c � . Das Rand-
wertproblem hat also die unendlich vielen Lösungen
yc �x� � c sin x mit c > R.

Randbedingung III: y�� � , y� �π� � . Dann besagen diese Bedingun-
gen für y: c � , c � , d. h. das Randwertproblem
hat die eindeutige Lösung y�x� � sin x für x > I.

(b) y�� � , I � �, �; Lösungen y�x� � αx � βmit α,β > R.

Randbedingung I: y�� � η� , y�� � η liefert das Gleichungssystem
β � η, α � β � η, und das ist eindeutig lösbar für
alle η,η.
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Randbedingung II: y� �� � η, y� �� � η liefert das Gleichungssystem
für α,β: α � η, α � η, und das ist für η ~� η gar
nicht, für η � η nicht eindeutig lösbar.

3.1.3 Lemma (Alternative) Folgende Aussagen sind äquivalent:

(a) Die Sturmsche Randwertaufgabe aus 3.1.1 hat genau eine Lösung.

(b) Die zugehörige homogene Sturmsche Randwertaufgabe

�py��� � qy � , Ray � Rby �  (3.2)

ist nur trivial lösbar.

(c) Für jedes Hauptsystem y, y von (3.1.3) gilt: U Ray Ray
Rby Rby U ~� .

Beweis Sei y irgendeine Lösung der inhomogenen Gleichung (3.1) und y, y
ein Hauptsystem von (3.1.3). Dann hat jede Lösung y von (3.1) die Form y � y �
cy�cy. Nun gilt: Aussage a) ist gleichbedeutendmit der eindeutigen Lösbarkeit
des linearen Gleichungssystems

Ray � Ray � cRay � cRay � η
Rby � Rby � cRby � cRby � η

nach c, c, das wiederum besagt: U Ray Ray
Rby Rby U ~� .� Das homogene Randwert-

problem (3.2) ist nur trivial lösbar. j

Frage:Wenn das homogene Randwertproblem (3.2) nur die triviale Lösung hat,
wie �ndet man dann die Lösung des inhomogenen Problems (3.1)? Die Antwort
erfolgt in zwei Schritten:

(A) Es genügt die Lösung für η � η � : siehe 3.1.4

(B) Bestimmung der Lösung im Falle η � η � : siehe 3.1.5

3.1.4 Satz Unter den Voraussetzungen von 3.1.1 sei das homogene Randwertpro-
blem (3.2) nur trivial lösbar. Ferner sei w� �a,b� � R die (nach 3.1.3 vorhandene
eindeutig bestimmte) Lösung des halbhomogenen Problems

�pw��� � qw � g� ��pf��� � qf� �auf I � �a,b�� ,
Raw � Rbw � ,
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wobei f� �a,b� � R irgendeine zweimal stetig di�erenzierbare Funktion ist mit
Ra f � η,Rb f � η (man kann z. B. stets f als Polynomwählen). Dann ist y �� w� f
die (nach 3.1.3 vorhandene eindeutig bestimmte) Lösung des Sturmschen Randwert-
problems (3.1).

Beweis �py��� � qy � �pw��� � qw´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
�g���pf����qf�

� �pf��� � qf � g,
und Ray � Raw � Ra f � η, Rby � Rbw � Rb f � η. j

3.1.5 Satz Vorgelegt sei das halbhomogene Sturmsche Randwertproblem¢̈̈¦̈̈¤�py
��� � qy � g auf I � �a,b�

Ray � Rby � 
(3.3)

mit den Voraussetzungen aus 3.1.1, und das zugehörige homogene Randwertproblem
(3.2) sei nur trivial lösbar. Dann gibt es ein Hauptsystem y, y der Di�erentialglei-
chung �py��� � qy � , welches den Randbedingungen Ray � , Rby �  genügt.
Mit y, y bilde man die Greensche Funktion (benannt nach George Green, 1793–
1841):

G �x, t� �� ¢̈̈¦̈̈¤
y�x�y�t�
p�a�W�a� a B x B t B b
y�t�y�x�
p�a�W�a� a B t B x B b,

wobeiW �x� � U y�x� y�x�
y��x� y��x� U dieWronskischeDeterminante sei. Dann ist p�x�W �x� �

p�a�W �a� für alle x > �a,b�, da �pW�� � p�W � pW� � p�W � p�p
�

p W � . Die
eindeutig bestimmte Lösung y des Randwertproblems (3.3) lässt sich dann angeben
in der Form

y�x� � S b

a
G �x, t� g�t� dt �x > �a,b�� .

Die Greensche Funktion hat folgende Eigenscha�en:

(i) G� �a,b� � �a,b� � R ist stetig und symmetrisch: G �x, t� � G �t,x� für alle
t,x > �a,b�.

(ii) Für x ~� t ist G nach x di�erenzierbar und erfüllt die Di�erentialgleichung�pGx ��, t��� � qG ��, t� � ,
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wobei Gx die Ableitung nach dem ersten Argument bezeichne.

(iii) Auf der Diagonalen t � x existieren noch die einseitigen Ableitungen von G,
und es gilt:

Gx �x � ,x� � y �x� y� �x�
p�a�W �a� für a B x @ b,

Gx �x � ,x� � y� �x� y �x�
p�a�W �a� für a @ x B b;

insbesondere gilt die Sprungrelation

Gx �x � ,x� �Gx �x � ,x� � 
p�x� für a @ x @ b.

Resultat: IstG bekannt (d. h. sind y, y bekannt), so lässt sich für jedes g das Rand-
wertproblem (3.3) lösen. Bestimmung von y, y: siehe Beweis.

Beweis Die homogene Di�erentialgleichung (3.2) hat zwei eindeutig bestimmte
Lösungen y, y, die den Anfangswertbedingungen y �a� � α, y� �a� � �α bzw.
y �b� � β, y� �b� � �β mit den Koe�zienten α,α,β,β aus (3.1) genügen.
� Ray � , Rby � .

Behauptung y, y bilden ein Hauptsystem von (3.2)

Begrndung Wegen �α,α� ~� �,� ~� �β,β� sind y ~�  ~� y. Wären y, y
linear abhängig, so wäre y � λy mit λ > R, λ ~� , und y wäre Lösung des
homogenen Problems (3.2). Das ist ein Widerspruch, denn nach Voraussetzung
hat das homogene Problem nur die triviale Lösung, aber y ~� .  

Sei nun y� �a,b� � R die Lösung des halbhomogenen Problems (3.3). Dann lässt
sich (Variation der Konstanten) y schreiben in der Form y � cy � cy mit stetig
di�erenzierbaren Funktionen c, c� �a,b�� R. Wir wollen die Formeln aus 2.4.4
und 2.4.5 für c, c benutzen und schreiben dazu unsere Di�erentialgleichung in
der Form:

y�� �
p�

p
y� �

q
p
y �

g
p
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mit a �
q
p, a �

p�
p und b � g

p. Dann ist nach 2.4.4 und 2.4.5 mit x � a:

c �x� � c, � S x

a

y �t�
W �t� g�t�

p�t�²
�b�t�

dt,

c �x� � c, � S x

a

y �t�
W �t� g�t�p�t� dt

mit

W �x� � Wy y
y� y�

W �W �x� exp
�������
�S

x

x

p� �t�
p�t�²
�a�t�

dt

�������
�W �x� exp �� �log p�t��xx� � W �x� p�x�

p�x� ,

d. h. p�x�W �x� � p�a�W �a� konstant für alle x > �a,b�. Das setzen wir oben
ein und erhalten:

c �x� � c, � 
p�a�W �a� S x

a
y �t� g�t� dt,

c �x� � c, � 
p�a�W �a� S x

a
y �t� g�t� dt (3.4)

Die Konstanten c,, c, sind aus den Randbedingungen zu bestimmen. Wir wis-
sen a priori, dass solche eindeutig bestimmtenKonstanten existieren, welche yzur
eindeutig bestimmten Lösung des Randwertproblems (3.3) machen. Nach (2.27)
mit b � g

p ist

c�y � c
�

y � 

c�y
�

 � c
�

y
�

 �
g
p
,

also

y�a� � c �a� y �a� � c �a� y �a�
y� �a� � c �a� y� �a� � c �a� y� �a� .
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� Ray � αy�a� � αy� �a� � c �a� Ray±
�

�c �a�Ray � c �a�Ray.

Hier ist Ray ~� , denn wäre Ray � , so hätten wir

αy �a� � αy� �a� � ,
αy �a� � αy� �a� � ,

(3.5)

d. h. �α,α� ~� �,� wäre Lösung des homogenen linearen Gleichungssystems
(3.5). Aber (3.5) hat die DeterminanteW �a� ~� , das ist ein Widerspruch.
� Ray � c �a�Ray mit Ray ~� , und die Randbedingung Ray �  ist gleich-
bedeutend mit c �a� � . Analog bei b: Rby � � c �b� � . Das setzen wir in
(3.4) ein und erhalten:

c, �


p�a�W �a� S b

a
y �t� g�t� dt, d. h. c �x� � 

p�a�W �a� S b

x
y �t� g�t� dt;

c, �  d. h. c �x� � 
p�a�W �a� S x

a
y �t� g�t� dt.

Die Lösung y von (3.3) ist also gegeben durch

y�x� � c �x� y �x� � c �x� y �x� � S b

a
G �x, t� g�t� dt

mit der Greenschen Funktion

G �x, t� �� ¢̈̈¦̈̈¤
y�x�y�t�
p�a�W�a� a B x B t B b
y�t�y�x�
p�a�W�a� a B t B x B b.

Die Greensche Funktion hat die in 3.1.5 genannten Eigenscha�en:

(i) G �x, t� � G �t,x� für alle t,x > �a,b� und die Stetigkeit von G sind klar.

(ii) Für x ~� t ist G ��, t� nach x di�erenzierbar und erfüllt die Di�erentialglei-
chung �pGx ��, t��� � qG ��, t� � .

(iii) Auf der Diagonalen t � x existieren noch die einseitigen Ableitungen von
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G, und es gilt:

Gx �x � ,x� � y �x� y� �x�
p�a�W �a� für a B x @ b,

Gx �x � ,x� � y� �x� y �x�
p�a�W �a� für a @ x B b,

und es gilt die Sprungrelation

Gx �x � ,x� �Gx �x � ,x� � 
p�x� für a @ x @ b,

denn
y �x� y� �x� � y� �x� y �x� �W �x� � p�a�W �a�

p�x� . j

Zusatz Als Funktion von x genügt G auch den Randbedingungen RaG ��, t� �

RbG ��, t� � . Das folgt sofort aus den Randbedingungen Ray �  und Rby � .

Frage: Wenn das homogene Randwertproblem (3.2) eine Lösung y ~�  hat, un-
ter welchen Bedingungen ist dann das halbhomogene Problem (3.3) lösbar? Die
Antwort gibt der folgende

3.1.6 Satz Wenn das homogene Randwertproblem (3.2) eine Lösung y ~�  hat1, so
ist das halbhomogene Problem (3.3) genau dann lösbar, wenn

S
b

a
g�t� y �t� dt � . (3.6)

Bemerkung Diese Lösung kann wegen (3.2) nicht eindeutig bestimmt sein.

Beweis Wir setzen Ly �� �py��� � qy und haben die Lagrangesche Identität aus
2.6.4:

vLu � uLv � �p�vu� � uv���� .
1Der Lösungsraum von (3.2)ist dann eindimensional, der Lösungsraum von (3.2) ohne Randbe-
dingungen zweidimensional, und es gibt eineLösung mit Ray ~�  wegen der Lösbarkeit des
Anfangswertproblems.
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”�“ Sei (3.3) lösbar mit Lösung yund y ~�  eine Lösung von (3.2). Dann ist

S
b

a
L�y�²
�g

y � L�y�²
�

ydt � S
b

a
g�t� y �t� dt

2.6.4
� �p�t� �y �t� y� �t� � y� �t� y�t���ba � �p�t� Wy �t� y�t�

y� �t� y� �t�W	ba .
Ist nun α �  in (3.1), so ist α ~� , d. h. y� �a� � y� �a� � , also

Wy �a� y�a�
y� �a� y� �a�W � .

Im Falle α ~�  ist

Wy �a� y�a�
y� �a� y� �a�W � 

α
Wαy �a� � αy� �a� αy�a� � αy� �a�

y� �a� y� �a� W � 
α
W Ray Ray
y� �a� y� �a�W � .

Gleicher Schluss bei b liefert (3.6).

”
“ Gelte (3.6), und y sei Lösung von Ly � g. Weiter sei y Lösung von (3.2),
so dass y, y ein Hauptsystem von (3.2) bilden. Nach der Fußnote auf Seite
138 genügt dann y nicht den Randbedingungen in (3.2). Schärfer: Dann ist
Ray ~� : Wäre nämlich Ray � , so wäre

αy �a� � αy� �a� � ,
αy �a� � αy� �a� � ,

und dieses lineareGleichungssystemhätte die Lösung �α,α� ~� �,�. Das
aber ist ein Widerspruch, denn

Wy �a� y �a�
y� �a� y� �a�W ~� .

Also: Ray ~� . Wir setzen nun eine Lösung von (3.3) an in der Form y �
y�cy, also Ly � g, wobei c > R so bestimmt sei, dassRay � Ray�cRay �
. Dadurch ist c eindeutig bestimmt. Nun haben wir

S
b

a
L�y�²
�g

y � L�y�²
�

ydt � S
b

a
g�t� y �t� dt � 

139



nach Voraussetzung; andererseits ist nach der Lagrangeschen Identität die
linke Seite gleich

�p�t� Wy �t� y�t�
y� �t� y� �t�W	ba � p�b� Wy �b� y�b�

y� �b� y� �b�W � p�a� Wy �a� y�a�
y� �a� y� �a�W´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� nachWahl von y (s.o.)

� Wy �b� y�b�
y� �b� y� �b�W � .

Hier ist � y�b�
y��b� � ~� �  �, da y ~�  wegen der eindeutigen Lösbarkeit des

Anfangswertproblems. Es gibt also ein λ > R, so dass

� y�b�y� �b�� � λ�y �b�y� �b�� .
� y � λy, denn sowohl y als auch λy lösen das Anfangswertproblem mit
den Anfangswerten λy �b� und λy� �b�. � Rby � λRby � . y ist also
Lösung von (3.3). j

3.2 Das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem

3.2.1 Beispiel Die Di�erentialgleichung der schwingenden Saite führt auf folgen-
des Problem: Di�erentialgleichung y��� λy �  auf I � �,π�mit den Randbedin-
gungen y�� � y�π� � . Ist y ~�  eine Lösung dieses Problems, so ist

λS
π


y �x� dx � �S π


y�� �x� y�x� dx � ��y� �x� y�x��π´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

� nach RB

�S
π


�y� �x�� dx,

also λ C , und wegen der Randbedingungen ist notwendig λ A . Dann hat
die Di�erentialgleichung nach 0.2.6 genau die Lösungen y�x� � α cos

º
λt �

β sin
º
λt. Die Randbedingungen liefern: y�� �  � α �  und y�� y�π� �

� y�x� � β sinºλt, wobei β sinºλπ � . Hier gilt wegen λ A :

sin
º
λπ � �

º
λ > N� §n > N λ � n > N .

Ergebnis: Das Randwertproblem y�� � λy � , y�� � y�π� �  ist nur für die
Zahlen λ � n mit n > N nicht-trivial lösbar, und dann sind yn �x� � sinnx mit

140



n > N bis auf konstante Faktoren genau alle Lösungen. Die Eigenfunktionen yn
sind orthogonal in bezug auf das Skalarprodukt

`f, ge �� S π


fgdx

auf C �,π� oder besser L �,π�, denn
S

π


sinmx sinnx dx � S

π





�cos �m � n� x � cos �m � n� x� dt

�

¢̈̈¦̈̈¤
π
 �


n �sin nx�π � π

 für m � n,�  � 
m�n sin �m � n� x � 

m�n sin �m � n� x��π �  für m ~� n,
d. h. d¾ 

π
ym,

¾

π
yni � δm,n.

Frage:Kannman jedenTonder Saite durch Überlagerungharmonischer Schwin-
gungen herstellen? Das führt zu Fourier-Reihen.

3.2.2 Problem (Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem) (auf kompakten Inter-
vallen auch reguläres Sturm-Liouville-Problem), benannt nach Joseph Liouville,
1809–1882.
Auf �a,b� seien pA  stetig di�erenzierbar, q stetig, r A  stetig; ferner �α,α� ~��,� ~� �β,β�. Gesucht sind die λ > R, für welche das homogene Randwertpro-
blem �py��� � qy� λry � , (3.7)¢̈̈¦̈̈¤Ry �� αy�a� � αy� �a� � ,

Ry �� βy�b� � βy� �b� � 
(3.8)

eine Lösung y ~�  hat.

Schreiben wir die Di�erentialgleichung (3.7) in der Form

�

r
��py��� � qy� � λy, (3.9)

so fragen wir also nach den Eigenwerten der linearen Abbildung auf der linken
Seite von (3.9), für welche die Eigenfunktionen den Bedingungen (3.8) genügen.
Diese λ heißen Eigenwerte von (3.7), (3.8), die zugehörigen y ~�  die Eigenfunk-
tionen.
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3.2.3 Satz (Existenzsatz) Das reguläre Sturm-Liouville-Eigenwertproblemaus 3.2.2
hat eine streng wachsende Folge �λn�n>N

von Eigenwerten λ @ λ @ . . ., wobei
λn

n�ª
ÐÐÐ� ª. Jeder Eigenwert ist einfach (d. h. der zugehörige Eigenraum ist eindi-

mensional). Ist un ~�  eine Eigenfunktion zum Eigenwert λn und

vn �� �S b

a
run dx� 



un �n C � ,
so ist die Folge �vn�nC orthonormal in bezug auf das Skalarprodukt

`f, ge �� S π


fgdx,

d. h. `vm,vne � δm,n. vn hat in �a,b� genau n Nullstellen (n C ). Zwischen je zwei
Nullstellen von vn liegt eine Nullstelle von vn�.

3.2.4 Satz (Entwicklungssatz) In der Situation von 3.2.3 gilt: Jedes f > C �I� mit
R f � R f �  lässt sich in eine absolut und gleichmäßig konvergente Reihe nach
den Eigenfunktionen entwickeln:

f �
ª

Q
n�

αnvn mit αn � `f,une .
Zusatz 3.2.4 gilt im Sinne absoluter und gleichmäßiger Konvergenz auf �a,b�
schon dann, wenn f > C �a,b� stückweise stetig di�erenzierbar ist und in all den
Randpunkten von �a,b� verschwindet, in denen u verschwindet.

Neben punktweiser Konvergenz interessiert man sich in der�eorie der Fourier-
Reihen besonders für die Konvergenz im quadratischen Mittel, da für diese be-
sonders einfache Sätze gelten: Sei

L
 �a,b; r� �� �f� �a,b�� R� fmessbar und S

b

a
SfS r dx @ª¡ ,

und für f, g > L sei `f, ge �� S b

a
fgr dx,

dazu YfY �� `f, fe 
 (über C integriert man fgr).
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3.2.5 Satz (Entwicklungssatz inL) Jedes f > L �a,b; r� lässt sich in eine Reihe
nach den Eigenfunktionen des Sturm-Liouville-Problems entwickeln. Diese konver-
giert im quadratischen Mittel gegen f, d. h.

S
b

a
�f �x� � n

Q
k�

`f,ukeuk �x�� r �x� dx n�ª
ÐÐÐ� .

Nachzulesen bei Heuser (1995b) und Walter (1976b). Ferner: Peyerimho� (1970),
Storch und Wiebe (1999), Coddington und Levinson (1998): Dort wird auch das
singuläre Sturm-Liouville-Problem behandelt, und es werden auch Di�erential-
gleichungenhöhererOrdnungdiskutiert.Weiter: Jörgens undRellich (1976),Weid-
mann (1987). Ein gutes Buch über gewöhnliche Di�erentialgleichungen ist auch
Hsieh und Sibuya (1999).
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Einführung in Lehre und Gebrauch. Kap. VI. Siehe (Heuser, 1995a)

[Hsieh und Sibuya 1999] Hsieh, Po-Fang ; Sibuya, Yasutaka: Basic theory of
ordinary di�erential equations. New York, Berlin, Heidelberg, Barcelona, Hong
Kong, London, Milan, Paris, Singapore, Tokyo : Springer, 1999 (Universitext)

[Jörgens undRellich 1976] Jörgens, Konrad ;Rellich, Franz: Eigenwerttheorie
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